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 TÓM TẮT 

Trong lý thuyết bất đẳng thức, bất đẳng thức Muirhead giữ vai 

trò trung tâm trong việc so sánh các biểu thức đối xứng bậc 

cao. Bất đẳng thức này không chỉ là một công cụ mạnh mẽ 

trong việc chứng minh các bất đẳng thức cổ điển như AM–GM 

hay Schur, mà còn phản ánh sâu sắc mối liên hệ giữa đại số 

đối xứng và quan hệ majorization giữa các dãy số thực. 

Mục tiêu của bài báo là xây dựng và chứng minh dạng tổng 

quát của bất đẳng thức Muirhead trong không gian thực n 

chiều, thông qua việc sử dụng ngôn ngữ đa chỉ số và lý thuyết 

majorization. Ngoài ra, bài viết cũng trình bày một số ứng 

dụng tiêu biểu của kết quả này trong việc chứng minh các bất 

đẳng thức đối xứng phức tạp và khảo sát cấu trúc đại số tiềm 

ẩn của chúng. 
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ABSTRACT 

This paper investigates the extension of the Muirhead 

inequality in the real 𝑛-dimensional space. First, we revisit 

the classical Muirhead inequality in the case of three 

variables and its connection with symmetric inequalities and 

Schur’s inequality. Next, we develop a generalized 

formulation of the Muirhead inequality for an arbitrary 

number of variables (𝑛≥3), employing the language of multi-

indices and normalized symmetric notation in the proof. The 

paper presents several representative examples illustrating 

this extension in the derivation of complex symmetric 

inequalities and in comparing degrees of majorization 

between sequences of real numbers. The results contribute to 

clarifying the underlying algebraic structure of higher-order 

symmetric inequalities. 
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1. MỞ ĐẦU 

Trong lý thuyết bất đẳng thức, bất đẳng thức Muirhead giữ vai trò trung tâm trong 

việc so sánh các biểu thức đối xứng bậc cao. Bất đẳng thức này không chỉ là một công 

cụ mạnh mẽ trong việc chứng minh các bất đẳng thức cổ điển như AM–GM hay Schur, 

mà còn phản ánh sâu sắc mối liên hệ giữa đại số đối xứng và quan hệ majorization giữa 

các dãy số thực. 

Mục tiêu của bài báo là xây dựng và chứng minh dạng tổng quát của bất đẳng thức 

Muirhead trong không gian thực n chiều, thông qua việc sử dụng ngôn ngữ đa chỉ số và 

lý thuyết majorization. Ngoài ra, bài viết cũng trình bày một số ứng dụng tiêu biểu của 

kết quả này trong việc chứng minh các bất đẳng thức đối xứng phức tạp và khảo sát cấu 

trúc đại số tiềm ẩn của chúng. 

2. PHƯƠNG PHÁP NGHIÊN CỨU 

Nghiên cứu này sử dụng phương pháp phân tích lý thuyết và chứng minh toán học 

nhằm mở rộng bất đẳng thức Muirhead sang không gian thực 
n¡ . Trước hết, chúng tôi 

hệ thống hóa các khái niệm nền tảng gồm quan hệ majorization, hàm đối xứng đa biến 

và cấu trúc của các đa thức ( )P xa . Trên cơ sở đó, mô hình tổng quát cho bất đẳng thức 

Muirhead được thiết lập thông qua việc biểu diễn lại các hàm đối xứng theo vector mũ 

và khảo sát điều kiện majorization trong miền thực. 

Các kỹ thuật chuẩn hóa (scaling, đối xứng hóa) được áp dụng nhằm giảm bậc tự 

do của bài toán và đưa các biến về dạng chuẩn. Phần chứng minh dựa trên hai công cụ 

chính: tính chất Schur-convexity của các hàm đối xứng liên quan và áp dụng định lý 

Karamata để suy ra bất đẳng thức tương ứng giữa các đa thức ( )P xa  và ( )P xb . 

Cuối cùng, các ví dụ được xây dựng để kiểm chứng phạm vi áp dụng của kết quả 

mở rộng, đặc biệt trong các trường hợp vector có phần tử âm hoặc thiếu đối xứng. 

3. KẾT QUẢ NGHIÊN CỨU 

3.1. Một số khái niệm 

Định nghĩa 1. ([6]) Cho một bộ 𝑛 số thực không âm ( )1 2, , , na a a a= ¼  và một bộ 

các số thực dương ( )1 2, , , nx x x x= ¼ . Chúng ta định nghĩa:  

 

i) Tổng Cyclic (Viết tắt: cyc  ) của 1 2

1 2
naa a

nx x x¼  là đại lượng 

 1 2 1 2 1 2 1 2

1 2 1 2 2 3 1 1 1       . n n n na a a aa a a a a a a a

n n n n

cyc

x x x x x x x x x x x x -¼ = ¼ + ¼ + + ¼å L  

ii) Tổng Symmetric (Viết tắt: sym  ) của 1 2

1 2
naa a

nx x x¼  là đại lượng 

 ( ) ( )
( )

( ) ( ) ( )
1 2 1 2

1 2 1 2
  ;     n n

n

a aa a a a

n n

sym S

T a T x a x x x x x x
s s s

s Î

= = ¼ = ¼å å  
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trong đó tổng sym được lấy trên tất cả các hoán vị ( ) ( ) ( )( 1 , 2 , , )ns s s¼   của 

( ) ( )
1,2, , ,

n
n S¼  là tập hợp tất cả các hoán vị của { }1,2, ,n¼ . 

 

iii) Trung bình Symmetric của 1 2

1 2
naa a

nx x x¼   là đại lượng 

 [ ] ( )
1

; ;
!

x a T x a
n

=  

Chúng ta có thể sử dụng kí hiệu ngắn gọn [ ]a  thay cho kí hiệu [ ] ( ); ,x a T a  thay 

cho ( );T x a  khi phần tử x  đã được xác định rõ. 

Mệnh đề 1. ([6]) 

1. Nếu 1 2 1nx x x¼ =  thì 

 [ ] ( ) ( ) ( )1 2 1 2  , , , , , ,n na a a a r a r a ré ù¼ = - - ¼ -ë û 

đúng với mọi 0r >  sao cho các 0ia r…- . 

2. Nếu 1 2 1  nx x x …¼  thì 

 [ ] ( ) ( ) ( )1 2 1 2  , , , , , ,n na a a a r a r a r…é ù¼ - - ¼ -ë û 

đúng với mọi 0r >  sao cho các   0ia r …- . 

3. Sử dụng bất đẳng thức AM - GM, với hai bộ số thực không âm a và b chúng ta có 

 
[ ] [ ]

  
2 2

a b a b
…

é ù+ +
ê ú
ê úë û

 

Nhận xét 1. Cho bộ các số thực không âm ( )1 2, , , na a a a= ¼  và một bộ các số 

thực dương ( )1 2, , , nx x x x= ¼ . Nếu 
( ) ( ) ( )( )1 2

, , ,
n

b a a a
s s s

= ¼ , trong đó 

( ) ( ) ( )( )1 , 2 , , ns s s¼  là một hoán vị của { }1,2, ,n¼  thì chúng ta luôn có 

 ( ) ( ) [ ] [ ]; ; ,   ; ; .T x a T x b x a x b= =  

Tiếp theo chúng ta giới thiệu một số khái niệm cơ bản về so sánh các bộ n  số. 

Cho bộ n  số thực không âm ( )1 2, , , na a a a= ¼ . Dễ thấy rằng chúng ta luôn có thể sắp 

xếp lại trật tự các phần tử trong a  để sao cho 

 1 2      na a a… … …L  

Do đó trong bài báo này, không mất tính tổng quát chúng ta luôn có thể giả thiết 

1 2         na a a… … …L  khi nói đến bộ n  số ( )1 2, , , na a a a= ¼ . Chúng ta xem xét khái 

niệm về quan hệ p  của hai bộ n  số thông qua định nghĩa sau: 

Định nghĩa 2. ([6]) Cho hai bộ n  số thực không âm ( )1 2, , , na a a a= ¼  và 

( )1 2, , , nb b b b= ¼ . Chúng ta nói bộ b  trội hơn bộ a , kí hiệu là a bp  hay b af  nếu các 
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điều kiện sau thỏa mãn (sau khi đã sắp xếp lại trật tự các phần tử trong ,a b  nếu chưa 

đúng điều kiện i)) như sau: 

i)  1 2 1 2       ;     ;  n na a a b b b… … … … … …L L  

ii)  1 2 1 2  m ma a a b b b„+ + + + + +L L  với mọi m thoả mãn 1   1  m n„ „ - ; 

iii) 1 2 1 2 n na a a b b b+ + + = + + +L L . 

3.2. Định lý Muirhead trong trường hợp n  biến 

Cho bộ n  các số thực không âm ( )1 2, , , na a a a= ¼  và ( )1 2, , , nx x x x= ¼  là một 

bộ các biến thực dương. Chúng ta nhắc lại tổng sym các phần tử của x  với bộ số mũ a  

là đại lượng 

 ( )
( )

( ) ( ) ( )
1 2

1 2
;  n

n

aa a

n

S

T x a x x x
s s s

s Î

= ¼å  

trong đó tổng sym được lấy trên tất cả các hoán vị của { } ( )
1,2, , ,

n
n S¼  là tập hợp 

tất cả các hoán vị của { }1,2, ,n¼ . Định lý sau được gọi là định lý Muirhead. 

Định lý 1. ([10]) Cho hai bộ các số thực không âm ( )1 2, , , na a a a= ¼  và 

( )1 2, , , nb b b b= ¼ . Khi đó, tổng sym ( );T x a  so sánh được với tổng sym ( );T x b  đối với 

mọi bộ các biến thực dương ( )1 2, , , nx x x x= ¼  khi và chỉ khi a và b  so sánh được với 

nhau theo quan hệ p . Nếu a bp  thì 

( ) ( ); ;  T x a T x b„  (1) 

Đẳng thức xảy ra khi và chỉ khi hoặc a bº  hoặc 1 2 nx x x= = =L . 

Chứng minh. Trước hết chúng ta chứng minh điều kiện cần. Giả sử có 

( ) ( ); ;  T x a T x b„  (2) 

đúng với mọi bộ các biến thực ( )1 2, , , nx x x¼ . Ta lấy 

 1 2 nx x x c= = = =L  

trong đó c  là hằng số, bất đẳng thức (1.2) cho chúng ta 

   
  i ia b

c c„
å å

 (3) 

 

đúng với mọi giá trị 0c >  lớn tùy ý hay nhỏ tùy ý. Điều này kéo theo 

 1 2 1 2 n na a a b b b+ + + = + + +L L  

Tiếp theo, cho 1 2, 1nx c x x= = = =L , bất đẳng thức (1.2) cho ta 

1 2 1 2  n na ba a b b
c c c c c c„+ + + + + +L L  (4) 

đúng với mọi giá trị 0c >  tùy ý. Chú ý rằng do 

 1 2 1 2      ,         n na a a b b b… … … … … …L L  
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nên 1 2 naa ac c c+ + +L  là đa thức bậc 1a  và 1 2 nbb bc c c+ + +L  là đa thức bậc 1b  

đối với cùng biến c . Do bất đẳng thức (4) đúng với mọi 0c >  lớn tùy ý nên suy ra 

1 1a b„ . Tương tự, với mỗi 1, , 1k n= ¼ - , chúng ta cho 1 2 kx x x c= = = =L  và 

1 1k nx x+ = = =L , bất đẳng thức (2) cho ta 

( ) ( )  P c Q c„  (5) 

đúng với mọi giá trị 0c >  tùy ý, trong đó ( )P c  là đa thức bậc ( )1 2 ,  ka a a Q c+ + +L  

là đa thức bậc 1 2 kb b a+ + +L . Do (1.5) đúng với mọi giá trị 0c >  lớn tùy ý nên ta có 

 1 2 1 2  k ka a a b b a„+ + + + + +L L  

Như vậy 

 1 2 1 2  k ka a a b b a„+ + + + + +L L  

đúng với mỗi 1, , 1k n= ¼ - . 

Bây giờ chúng ta chứng minh điều kiện đủ. Trước hết chúng ta xây dựng một toán 

tử tuyến tính L  để biến đổi một bộ n  số. Chúng ta gọi ( )1 2, , , nb b b b= ¼  là một bộ n  

số nguyên không âm. Gọi kb  và lb  là hai phần tử phân biệt của b  thỏa mãn k lb b> , 

chúng ta viết 

 ,    (0 )k k „b r t b r t t r= + = - <  

Khi đó với một số : 0„ „s s t r<  chúng ta xác định bộ a  như sau: 

 

( )

,
2 2

,
2 2

  , .

k k l

l k l

k ln n

t s t s
a r s b b

t t

t s t s
a r s b b

t t

a b n n

+ -
= + = +

- +
= - = +

= ¹ ¹

 

Khi đó chúng ta viết ( )La b= . Chú ý rằng, cách xác định toán tử L  như trên 

không yêu cầu một trong hai dãy ,a b  là dãy giảm. Để chứng minh định lý chúng ta cần 

hai bổ đề sau: 

Bổ đề 1. ([10]) Nếu ( )a L b=  thì ( ) ( ); ;T x a T x b„ . Dấu bằng xảy ra khi 

1 2 nx x x= = =L . 

Chứng minh. Chúng ta sắp xếp lại (nếu cần thiết) thứ tự các phần tử trong bộ b  

sao cho 1, 2k l= = , tức là 1 2b b¹ . Khi đó 

 

( ) ( )

( )

( ) ( )( )

3

3

3 1 2 1 2 1 2 1 2

sym 

1 2 3 1 2 1 2

sym 

; ;

 

  0

n

n

b b

n

b b

n

T x b T x a

x x x x x x x x x x

x x x x x x x x …

r t r t r t r t r s r s r s r s

r t t s t s t s t s

+ - - + + - - +

- + + - -

-

= ¼ + - -

= ¼ - -

å

å
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Hiển nhiên, nếu 1 2 nx x x= = =L  thì biến đổi trên cho ta 

 ( ) ( ); ; 0T x b T x a- =  

Bổ đề được chứng minh. 

Bổ đề 2. ([10]) Nếu a bp  và a b¹  thì a  có thể nhận được từ b  bằng cách áp 

dụng một số hữu hạn lần phép biến đổi L. Tức là tồn tại một số nguyên dương m  sao 

cho ( )ma L b= . 

Chứng minh. Gọi m  là số các chỉ số { }1,2, ,nn Î ¼  sao cho 0b an n- ¹ , hiển 

nhiên m  là một số nguyên dương. Chúng ta sẽ chứng minh rằng chúng ta có thể áp dụng 

phép biến đổi Lm  lần để nhận được a  từ b . Thật vậy, từ điều kiện 

 1 2 1 2 n na a a b b b+ + + = + + +L L  

chúng ta suy ra trong m  chỉ số n  làm cho 0b an n- ¹  thì sẽ có cả chỉ số n  làm 

cho 0b an n- >  và có cả chỉ số n  làm cho 0b an n- <  nhưng chỉ số n  đầu tiên trong 

chúng sẽ làm cho 0b an n- > . Chúng ta sẽ chọn ,k l  như sau: l  là chỉ số nhỏ nhất làm 

cho 0l lb a- <  và k l<  là chỉ số lớn nhất làm cho 0k kb a- > . Hiển nhiên 

k k l lb a a b…> >  nên k lb b> . Đặt 

 ;  k lb br t r t= + = -  

và 

 { }max ,k la as r r= - -  

Khi đó ít nhất một trong hai đẳng thức sau đúng: 

 ;  l ka ar s r s- = - - =  

vì k la a… . Hơn nữa chúng ta cũng có s t<  vì k ka b<  và l la b> . Đặt 

 
( )

,  

  ,

k lc c

c b k ln n

r s r s

n n

= + = -

= ¹ ¹
 

Khi đó: 

k kc a=  hoặc  

l la c= . 

Hiển nhiên ( )c L b=  và số chỉ số { }1,2, ,nn Î ¼  sao cho 0c an n- ¹  bằng 1m-

.  

Đặt ( )1 2, , , nc c c c= ¼ , chúng ta dễ dàng kiểm tra dãy c  là dãy giảm và có quan hệ 

p  với dãy a , tức là a cp . Hơn nữa do s t<  nên c bp . 

Chúng ta lặp lại quá trình trên khi thay thế dãy b  bởi dãy c  và thực hiện m  lần 

như thế chúng ta sẽ nhận được dãy a . Tiếp tục chứng minh định lý, từ Bổ đề 2 chúng ta 

suy ra tồn tại m  sao cho ( ).ma L b= Từ Bổ đề 3 chúng ta suy ra ( ) ( ); ;T x a T x b„ . Định 

lý được chứng minh. 
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Nhận xét 2. ([8]) Bất đẳng thức AM-GM  là một trường hợp đặc biệt của bất đẳng 

thức Muirhead. Thật vậy, với n  số thực không âm bất kỳ: 1 2, ,.., ; (1 )na a a n N< Î , kí hiệu 

1 2 .. na a a
AM

n

+ + +
=  

Và 1 2
n

nGM a a a= × ¼  

Kí hiệu ( )1 2, ,.., na a a a= . Khi đó ( )( )
1

; 1,0, ,0
!

AM T a
n

= ¼  

Và 
1 1 1 1

; , , , .
!

GM T a
n n n n

æ öæ ö÷ç ÷ç= ¼ ÷÷ç ç ÷÷çç ÷è øè ø
 

Hiển nhiên ( )
1 1 1

, , , 1,0, ,0
n n n

æ ö
÷ç ¼ ¼÷ç ÷çè ø
p  

nên từ Định lý 1. chúng ta suy ra bất đẳng thức quen thuộc là bất đẳng thức AM-GM. 

Do 

( )
1 1 1

, , , 1,0, ,0
n n n

æ ö
÷ç ¼ ¹ ¼÷ç ÷çè ø

 

nên đẳng thức xảy ra khi và chỉ khi 1 2 na a a= = =L . 

3.3. Một số ví dụ 

Ví dụ 1. Với ,  ,  0,    1a b c a> ³  và   1abc =  thì 

3
  

2

a b c

b c c a a b
…

a a a

+ +
+ + +

 
[1] 

Thật vậy, bất đẳng thức cần chứng minh tương đương với: 

( )( ) ( )( )( )
1

3
3

  ( )
2cyc

a a b a c a b b c c a abc…
a

a

-

+ + + + +å  

Bất đẳng thức này tương đương với 

( )2 1 1

5 2 1 2 2 2

3 3 3 3 3 3

2

   3 2

cyc

sym

a a b a c a bc

a b c a b c…

a a a a

a a a a a a

+ + +

+ + - + + +

+ + +

æ ö
÷ç ÷+ç ÷ç ÷çè ø

å

å
 

Tương đương với 

 

5 2 1

2 3 3 3

sym  sym 

5 2 1

1 3 3 3

sym  sym 

2 2 2

3 3 3

sym  sym 

   2

     0.

a a b c

a b a b c

a bc a b c …

a a a

a

a a a

a

a a a

a

+ + -

+

+ + -

+

+ + +

æ ö
÷ç ÷-ç ÷ç ÷çè ø

æ ö
÷ç ÷+ -ç ÷ç ÷çè ø

æ ö
÷ç ÷+ -ç ÷ç ÷çè ø

å å

å å

å å
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Do 1…a  nên 

( ) ( )

( )

5 2 1
2,0,0 1,1,0 , ,

3 3 3

2 2 2
,1,1 , ,

3 3 3

a a a
a a

a a a
a

æ ö+ + - ÷ç+ + ÷ç ÷çè ø

æ ö+ + + ÷ç ÷ç ÷çè ø

f f

f

 

Nên bất đẳng thức cuối cùng đúng theo bất đẳng thức Muirhead trong trường hợp 

bộ ba số. Dễ dàng kiểm tra được đẳng thức xảy ra khi và chỉ khi 1a b c= = = . 

Nhận xét. Bài toán trên nếu chúng ta chọn 2a =  và đặt 
1 1 1

, ,a b c
x y z

= = =  thì 

chúng ta sẽ thu được bài toán IMO 1995 . 

Ví dụ 2. Cho ba số thực dương ,  ,  0a b c >  khi đó ta có bất đẳng thức: 

( )3 3 3

2 2 2 2 2 2

3
  

ab bc caa b c

b bc c c ca a a ab b a b c
…

+ +
+ +

- + - + - + + +
 

[1] 

Thật vậy, vì 

 
( )3

  
ab bc ca

a b c
a b c

…
+ +

+ +
+ +

 

nên để chứng minh bài toán, chúng ta sẽ chứng minh khẳng định sau: 

 
3 3 3

2 2 2 2 2 2
  

a b c
a b c

b bc c c ca a a ab b
…+ + + +

- + - + - +
 

Bất đẳng thức trên tương đương với 

 
( )3

3 3
  

cyc

a b c
a b c

b c
…

+
+ +

+
å  

Hay 

 ( )( )( ) ( )( )( )( )3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3  
cyc

a b c a b a c a b c a b b c c a…+ + + + + + + +å  

Tương đương với bất đẳng thức 

 ( )( ) ( )3 3 6 3 3 3 3 3 3 6 3 3 3 3  2
cyc sym

a b a c a a b b c c a a b c a b a b c…
æ ö

÷ç ÷+ + + + + + +ç ÷ç ÷çè ø
å å  

hay 

 

9 6 4 6 3 4 3 3

sym  sym  sym  sym 

7 3 6 4 6 3 4 3 3

sym  sym  sym  sym 

  

a b a b a b c a b c

a b a b a b c a b c…

+ + +

+ + +

å å å å

å å å å
 

Rút gọn bất đẳng thức trên chúng ta thu được 

 
9 7 3

sym  sym 

  a b a b…å å  

Bất đẳng thức cuối cùng đúng theo bất đẳng thức Muirhead. Đẳng thức xảy ra khi 

và chỉ khi a b c= = . 
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4. KẾT LUẬN 

Bài báo đã trình bày một hướng mở rộng tự nhiên của bất đẳng thức Muirhead từ 

không gian ba chiều sang không gian thực n chiều, với cách tiếp cận dựa trên ngôn ngữ 

đa chỉ số và lý thuyết majorization. Kết quả thu được cho phép mô tả một cách tổng quát 

hơn mối quan hệ giữa các biểu thức đối xứng và thứ tự majorization trong n¡ . 

Bên cạnh giá trị lý thuyết, mở rộng này còn có ý nghĩa thực tiễn trong việc chuẩn 

hóa và hệ thống hóa các bất đẳng thức đối xứng, giúp đơn giản hóa quá trình chứng minh 

các hệ thức phức tạp bằng cách quy chúng về dạng Muirhead tổng quát. Ngoài ra, việc 

biểu diễn bất đẳng thức trong khuôn khổ đại số tuyến tính và hình học đối xứng còn gợi 

mở khả năng ứng dụng trong các lĩnh vực liên quan như phân tích hàm đối xứng, tối ưu 

hóa và đại số đa thức. 

Hướng nghiên cứu tiếp theo có thể tập trung vào việc mở rộng bất đẳng thức 

Muirhead trong các không gian vectơ có cấu trúc khác (chẳng hạn không gian có trọng, 

không gian affine hay không gian chuẩn hóa), cũng như khảo sát phiên bản phi tuyến 

hoặc xác suất hóa của bất đẳng thức này. 
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