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SỰ TỒN TẠI VÀ TÍNH DUY NHẤT NGHIỆM LERAY-HOPF VÀ 

NGHIỆM LERAY-HOPF KHÔNG ÂM CỦA MÔ HÌNH BÀI TOÁN RỜI 

RẠC XẤP XỈ PHƯƠNG TRÌNH NAVIER-STOKES BẬC PHÂN THỨ  

Lê Trần Tình1, Phạm Thị Vân2, Lê Châu Giang3, Lưu Cẩm Anh3,  

Phạm Thị Quý3, Lê Trịnh Như Quỳnh3 

TÓM TẮT 

Nội dung của bài báo trình bày sự tồn tại và tính duy nhất nghiệm Leray-Hopf và 

nghiệm không âm Leray-Hopf của mô hình bài toán rời rạc xấp xỉ phương trình Navier-

Stokes bậc phân thứ trong không gian ba chiều. Các kết quả đạt được là sự mở rộng và 

phát triển các kết quả đã có đối với vấn đề được nghiên cứu. 

Từ khoá: Phương trình Navier-Stokes bậc phân thứ, nghiệm Leray-Hopf, 

nghiệm Leray-Hopf không âm. 
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1. ĐẶT VẤN ĐỀ 

Phương trình Navier-Stokes bậc phân thứ  trong xuyến ba chiều 
3[ , ] = −  dạng  

( ) ( )

0

tu u u u p f

u

 + − +  + =

 =

 (1.1) 

trong đó 1 2 3( , ) ( ( , ), ( , ), ( , ))u x t u x t u x t u x t=  là véctơ vận tốc của chất lỏng; 

( , )p p x t=  là áp lực; 0   là hệ số nhớt; ( , )f x t  là ngoại lực và ( )−  là toán tử 

Laplace bậc phân thứ. Phương trình Navier-Stokes bậc phân thứ được nghiên cứu đầu 

tiên bởi J.-L. Lions  đối với sự tồn tại và duy nhất nghiệm yếu khi 
5

[ , )
4

   . Vấn đề 

này cũng được xem xét lại trong [1]. Đặc biệt, tính không duy nhất nghiệm yếu khi 

5

4
   đã được chứng minh bởi T. Luo và E. S. Titi trong [2]. Gần đây, sự tồn tại, tính 

duy nhất nghiệm và dáng điệu tiệm cận nghiệm của hệ (1.1) với số hạng tắt dần cũng đã 

được nghiên cứu chi tiết trong [3]. Trên đây là tóm tắt một số kết quả điển hình trong số 

rất nhiều các kết quả liên quan đến hệ (1.1) của nhiều nhà nghiên cứu trên thế giới. Tuy 

nhiên, rất nhiều vấn đề mở vẫn còn tồn tại và cần được nghiên cứu sâu đối với hệ (1.1) 

(xem [2, 3] và các tài liệu tham khảo ở trong các tài liệu này). 
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Một hướng tiếp cận được nhiều nhà nghiên cứu sử dụng khi nghiên cứu về phương 

trình Navier-Stokes và các hệ liên quan là nghiên cứu các mô hình bài toán rời rạc tương 

ứng. Nhiều mô hình bài toán rời rạc được đề xuất và nghiên cứu theo cách tiếp cận phù 

hợp. Gần đây, M. Dai và các cộng sự [4] đã sử dụng công cụ phân rã Littlewood-Paley [5] 

để xây dựng các mô hình bài toán rời rạc cho nhiều hệ phương trình trong cơ học chất 

lỏng. Kết quả nhận được rất khả quan vì mô hình bài toán rời rạc nhận được vẫn giữ được 

các tính chất quan trọng của nghiệm như bài toán ban đầu và các mô hình bài toán này 

đóng vai trò như là các mô hình tổng quát chứa đựng các mô hình nghiên cứu trước đó [4]. 

Mô hình bài toán rời rạc xấp xỉ (1.1), được xây dựng nhờ sử dụng công cụ phân rã 

Littlewood-Paley, đã được trình bày trong [6] có dạng: 

2

0 0 0 1 1 1 0

2 2 2

1 1 1 1 1 1

,

( ) ( ) ,j j j j j j j j j j j j j j

d
a a a a a b

dt

d
a a a a a a a a b

dt



    

  

      + − − + + −







+ + + =

+ + − + −


=

 (1.2) 

với 1,2,3,j = . Trong đó, 0  , 0  , 2 j

j = , 
2

]
5

[1,  , ( )jb t  là các hàm 

cho trước. Kết quả về sự tồn tại nghiệm cũng đã được đưa ra trong [6] nhưng thiếu chứng 

minh chi tiết. Mô hình (1.2) có thể được xem là mô hình tổng quát vì các mô hình trước đó 

có thể nhận được như là một trường hợp riêng.    

Trong bài báo này, chúng tôi tiếp tục nghiên cứu mô hình bài toán rời rạc (1.2). Cụ 

thể, chúng tôi chứng minh một số kết quả mới về sự tồn tại và duy nhất nghiệm Leray-

Hopf của hệ (1.2), tính không âm của nghiệm Leray-Hopf. Cấu trúc bài báo như sau: Phần 

1: Đặt vấn đề; Phần 2: Kiến thức chuẩn bị; Phần 3: Sự tồn tại và tính duy nhất nghiệm 

Leray-Hopf và nghiệm Leray-Hopf không âm. Nội dung phần này trình bày chứng minh về 

sự tồn tại và tính duy nhất nghiệm Leray-Hopf và nghiệm Leray-Hopf không âm của mô 

hình bài toán rời rạc (1.2). Cuối cùng là danh sách các tài liệu tham khảo được sử dụng. 

Trong bài báo này, chúng tôi sử dụng ký hiệu , 0,1,2,...iC i = , là các hằng số với giá trị 

thay đổi phù hợp với các biến đổi tương ứng.  

2. KIẾN THỨC CHUẨN BỊ 

Để nghiên cứu sự tồn tại nghiệm của mô hình bài toán (1.2), đầu tiên chúng ta cần 

định nghĩa không gian trạng thái phù hợp. Đặt 0 2:S =  không gian các dãy số được trang bị 

tích vô hướng và chuẩn như sau: Giả sử 0: { }n nu u 

==  và 0: { }n nv v 

==  là các phần tử của 0S : 

0

0

( , ) : ,
S n n

n

u v u v


=

=   0 0

1

2 2

0

: ( , ) .( )
S S n

n

u u u u


=

= =  ‖ ‖  

Không gian 
sS , s , là không gian các dãy số được trang bị tích vô hướng và 

chuẩn như sau: 

2

0

( , ) : ,s

s

n n n

n
S

u v u v


=

=   

1

2 2 2

0

: ( , ) .( )s s

s

n n

n
S S

u u u u


=

= =  ‖ ‖  

Tiếp theo, chúng ta có một số khái niệm về nghiệm của bài toán (1.2) như sau (xem [7][8]). 
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Định nghĩa 2.1. Một nghiệm yếu trên [ , )T   (hoặc ( , )−   nếu T = − ) của (1.2) 

là một hàm ( )a t  xác định trên [ , )T   và nhận giá trị trong 0S  thoả mãn 

1([ , ))( )na Ct T   và các ( )na t  thoả mãn các phương trình của (1.2). 

Định nghĩa 2.2. 

a) Nghiệm yếu ( )a t  của (1.2) được gọi là nghiệm mạnh trên 1 2[ , ] [ , )T T T   nếu 

S
a ‖ ‖  bị chặn trên 1 2[ , ]T T . 

b) Nghiệm yếu ( )a t  của (1.2) được gọi là nghiệm mạnh trên [ , )T   nếu 
S

a ‖ ‖  bị 

chặn trên mọi đoạn 1 2[ , ] [ , )T T T  . 

Định nghĩa 2.3. Một nghiệm Leray-Hopf ( )a t  trên [ , )T   của (1.2) là một nghiệm 

yếu ( )a t  trên [ , )T   của (1.2)  thoả mãn bất đẳng thức năng lượng  

0 0 0

0 0

2 2 2

0( ) 2 ( ) ( ) 2 ( ( ), ( ))
t t

S S S St t
a t a s ds a t b s a s ds+  + ‖ ‖ ‖ ‖ ‖ ‖  

với mọi 0T t t   và hầu khắp nơi 0 [ , )t T  . 

Nghiệm Leray-Hopf ( )a t  trên [ , )T  được gọi là không âm nếu ( ) 0na t   với mọi 

n  và [ , )t T  . 

3. SỰ TỒN TẠI VÀ TÍNH DUY NHẤT NGHIỆM LERAY-HOPF VÀ NGHIỆM 

LERAY-HOPF KHÔNG ÂM 

Sự tồn tại nghiệm Leray-Hopf của (1.2) là nội dung của định lý sau. 

Định lý 3.1. Giả sử  ,   là các số thực dương và 0 0a S . Với mọi 0t  , giả sử rằng 

2 2

0
0

( ) .
t

j j

j

b d  


−

=

    (3.1) 

Khi đó, bài toán (1.2 )có nghiệm Leray-Hopf ( )a t  trên [0, )  thoả mãn 
0(0)a a= và 

Định nghĩa 2.3. 

Chứng minh. Chúng ta sẽ chứng minh sự tồn tại nghiệm Leray-Hopf của (1.2) bằng 

phương pháp xấp xỉ Galerkin. Với bất kỳ số tự nhiên k , chúng ta ký hiệu dãy  

0 1( ) ( ( ), ( ), , ( ),0,0, ),k k k k

ka t a t a t a t=  với 
0(0)k

j ja a= , 0,1,2, ,j k= , và ( )ka t  thoả 

mãn hệ phương trình: 

2

0 0 0 1 1 1 0

2 2 2

1 1 1 1 1 1

2 2

1 1 1

( ) ,

( ( ) ) ( ( ) ) , 1,

( ) .

k k k k k

k k k k k k k k

j j j j j j j j j j j j j j

k k k k k

k j k k k k k k k

d
a a a a a b

dt

d
a a a a a a a a b j k

dt

d
a a a a a b

dt



    

  

  

      

  

+ − − + + −

− − −


+ + + =




+ + − + − =  −



+ − − =


 

(3.2) 
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Lấy tích vô hướng (3.2) với ka , chúng ta nhận được: 

0

2 2

0

1
.

2

k
k k k

j jS S
j

d
a a b a

dt


=

+ =‖ ‖ ‖ ‖  (3.3) 

Sử dụng bất đẳng thức Cauchy-Schwarz cho vế phải của (3.3), ta có: 

0

1 1

2 2 2 2 2 22 2

0 0

1
( ) ( ( ) )

2

k k
k k k

j j j jS S
j j

d
a a b a

dt


   −

= =

+   ‖ ‖ ‖ ‖

2 2 2

0

1
.

2 2

k
k

j j S
j

b a 

 




−

=

 + ‖ ‖  

(3.4) 

Do đó,   

0

2 2 2 2

0

1
.

k
k k

j jS S
j

d
a a b

dt


 


−

=

+  ‖ ‖ ‖ ‖  (3.5) 

Theo định nghĩa chuẩn trên không gian 0S  và S , ta có 

0 0

2 2 2 2

0

1
.

k
k k

j jS S
j

d
a a b

dt

 


−

=

+  ‖ ‖ ‖ ‖  (3.6) 

Sử dụng bất đẳng thức Gronwall, ta suy ra từ (3.6) rằng  

0 0

2 2 ( ) 2 2

0
0

1
( ) (0) ( ) 

kt
k t k t s

j jS S
j

a t e a e b s ds  


− − − −

=

 + ‖ ‖ ‖ ‖   

           0

2 2 2

0
0

1
(0) ( ) .

t
t k

j jS
j

e a b s ds 



− −

=

 + ‖ ‖  (3.7) 

Từ (3.1) và (3.7), ta suy ra ( )ka t  bị chặn trên [0, ) . Theo lý thuyết phương trình vi 

phân thường, hệ (3.2) tồn tại duy nhất nghiệm ( )ka t  trên [0, ) .  

Mặt khác, từ (3.1) và (3.7), chúng ta suy ra sự tồn tại M  thoả mãn: 

| ( ) |k

ja t M  với mọi  , , 0.j k t   (3.8) 

Khi đó, sử dụng (3.1) và (3.8) sẽ thu được: 

2

0 0 0 0 1 1 1 0| ( ) ( ) | | ( ( ) ) |
t

k k k k k k

s
a t a s a a a a b d   −  − − − +   

 
2

0 0 1 1 1( | | | | | | | | )
t

k k k k

s
a a a a d    + +  

1 1

2 2 22 2
0 0 0( ) ( )

t t

s s
b d d    −+     

          

1

2 2 2
1 ,( ) | | | |M M M t s C t s   + + − + −  (3.9) 

với 1,2, , 1j k= − , 

2 2

1 1 1| ( ) ( ) | | ( ( ( ) )
t

k k k k k k

j j j j j j j j j
s

a t a s a a a a     + − −−  − − −      

2

1 1 1( ( ) ) |k k k

j j j j j ja a a b d    + + −− − +  
 

2 2

1 1 1( | | ( | | | | | | )
t

k k k k

j j j j j j j
s

a a a a     + − − + +

2

1 1 1( | | | | | |)k k k

j j j j ja a a d    + + −+ +
1 1

2 2 22 2( ) ( )
t t

j j j
s s

b d d    −+    

 



TẠP CHÍ KHOA HỌC TRƯỜNG ĐẠI HỌC HỒNG ĐỨC - SỐ 79 (09.2025) p-ISSN 3030 - 4628 

e-ISSN 3030 - 4636 

 

94 

1

2 2 2 2
1 1( ( ) ( ) ) | | | | .j j j j j jM M M t s C t s            − + + + + + − + −  (3.10) 

2 2

1 1 1| ( ) ( ) | | ( ( ) ) |
t

k k k k k k

k k j k k k k k k k
s

a t a s a a a a b d     − − −−  − + + +   

2 2

1 1 1( | | | | | | | |)
t

k k k k

j k k k k k k
s

a a a a d     − − − + +
1 1

2 2 22 2( ) ( )
t t

k k k
s s

b d d    −+     

1

2 2 2 2
1( ) | | | | .j k k kM M M t s C t s      − + + − + −  (3.11) 

Sử dụng (3.9), (3.10) và (3.11), ta có 

2( )
0

| ( ) ( ) |1
( ( ), ( ))

1 | ( ) ( ) |2
 

k k
k k n n

w k kn
n n n

a t a s
d a t a s

a t a s



=

−
=

+ −


1

2| | .C t s −              (3.12) 

Điều này cho phép chúng ta kết luận rằng dãy { }ka  là một dãy hàm liên tục đồng 

bậc trong 
0([0, ); )wC S  với điều kiện ban đầu bị chặn (chỉ số dưới w  có nghĩa liên tục 

yếu). Do đó, theo định lý Ascoli-Arzela, chúng ta suy ra rằng { }ka  là compact  tương đối 

trong 
0([0, ]; )wC T S  với mọi 0T  . Sử dụng quá trình chéo hoá, chúng ta có { }ka  là 

compact tương đối trong 
0([0, ); )wC S . Chuyển qua giới hạn, chúng ta nhận được sự tồn 

tại hàm liên tục yếu ( )a t  nhận giá trị trong 0S  thoả mãn 

  nk
a a→  khi nk →  trong 

0([0, ); ).wC S        (3.13) 

Đặc biệt, ( ) ( )nk

j ja t a t→  khi nk → , với mọi , 0j t  . Do đó, 
0(0)a a= . Hơn nữa,  

2

0 0 0 0 1 1 1 0
0

( ) (0) ( ( ) ) ,n n n n n n
t

k k k k k k
a t a a a a a b d   = + − − − +  

và   

2 2

1 1 1
0

( ) (0) ( ( ( ) ) n n n n n n
t

k k k k k k

j j j j j j j j ja t a a a a a     + − −= + − − −
2

1 1 1( ( ) ) )n n nk k k

j j j j j ja a a b d    + + −− − +  

với 1 1nj k  − . Lấy giới hạn khi nk → , ta thu được  

2

0 0 0 0 1 1 1 0
0

( ) (0) ( ) ,
t

a t a a a a a b d   = + − − − +  

và   

2 2

1 1 1
0

( ) (0) ( ( ) ( )
t

j j j j j j j j ja t a a a a a     + − −= + − − −
2

1 1 1( ( ) ) ) .j j j j j ja a a b d    + + −− − +  

Vì ( )ja t  liên tục nên 
1([0, ))ja C   và thoả mãn (1.2). 

          Cuối cùng, chúng ta cần chứng minh ( )a t  thoả mãn bất đẳng thức năng lượng trong 

Định nghĩa 2.3. Theo (3.3), ( )nk
a t  thỏa mãn đẳng thức năng lượng 

0 0

2 21
( , ) .

2
n n nk k k

S S S

d
a a b a

dt
+ =‖ ‖ ‖ ‖  (3.14) 
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Lấy tích phân (3.14) trên 
0[ , ]t t  ta được: 

0 0 0

0 0

2 2 2

0( ) 2 ( ) ( ) 2 ( ( ), ( )) ,n n n n
t t

k k k k

S S S St t
a t a d a t b a d     + = + ‖ ‖ ‖ ‖ ‖ ‖  (3.15) 

với mọi 0 0t t  . Khi đó, dãy { }nk
a  bị chặn trên 

2

0([ , ]; )L t t S
 với mọi 0 0t t  . 

Kết hợp với (3.13), ta có  0( ) ( ) 0nk

S
a s a s− →‖ ‖  khi .nk →  Đặc biệt, 

0 0( ) ( )nk

S S
a t a t→‖ ‖ ‖ ‖  khi nk → , hầu khắp nơi trong [0, ) . Lấy 0 0t   bất kỳ mà 

0 00 0( ) ( )nk

S S
a t a t→‖ ‖ ‖ ‖  khi nk → . Với mọi số nguyên dương N , ta có: 

0 0 0

0 0

2 2 2 2

0

0

( ) 2 ( ( )) ( ) 2 ( ( ), ( )) .n n n n

Nt t
k k k k

j jS S St t
j

a t a d a t b a d      
=

+  + ‖ ‖ ‖ ‖  

Sử dụng (3.13) và cho nk → , ta có: 

0 0 0

0 0

2 2 2 2

0

0

( ) 2 ( ( )) ( ) 2 ( ( ), ( )) .
Nt t

j jS S St t
j

a t a d a t b a d      
=

+  + ‖ ‖ ‖ ‖  

Cho N →  và sử dụng định lý Levi, ta có: 

0 0 0

0 0

2 2 2

0( ) 2 ( ) ( ) 2 ( ( ), ( )) ,
t t

S S S St t
a t a d a t b a d     +  + ‖ ‖ ‖ ‖ ‖ ‖  

với mọi 00 t t   và hầu khắp nơi 0t  trong [0, ) .   

Nhận xét 3.2 

i) Chứng minh sự tồn tại nghiệm Leray-Hopf ( )a t  của (1.2) trong Định lý 3.1 vẫn 

còn đúng cho bất kỳ miền [ , )T  .  

ii) Nếu 1 =  và b  không phụ thuộc vào thời gian, thì chúng ta nhận được kết quả 

của chứng minh Định lý 4.1 trong [9] đối với mô hình bài toán rời rạc của phương trình 

Navier-Stokes. 

Tính duy nhất nghiệm Leray-Hopf của (1.2) là nội dung của định lý sau.  

Định lý 3.3. Cho trước  ,   là các số thực dương và với mọi 0,t   

2 2

0
0

( ) .
t

j j

j

b d  


−

=

    Giả sử ( )a t  và ( )u t  là hai nghiệm Leray-Hopf của (1.2) với cùng 

điều kiện ban đầu 0 0a S . Giả sử tồn tại số J  thoả mãn  
2

0| ( ) | , ,j ja t C j J  −     và [0, ),t   (3.16) 

trong đó 0C  là hằng số thoả mãn  

2 2

0 (| | | | | | | | ) .C              − − −+ + +   (3.17) 

Khi đó, j ja u , 0j  , trên [0, ) . 

Chứng minh. Vì ( )a t  và ( )u t  là hai nghiệm Leray-Hopf của (1.2) với cùng điều 

kiện ban đầu 
0 0a S , ta có 

2 2 2( ) ( 2 )j j j j j j

d d
a u a a u u

dt dt
− = − +

2[( ) ( )].j j j j j j j j

d d d d
a a u u a u u a

dt dt dt dt
= + − +  

(3.18) 
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Từ (1.2), ta suy ra 

2

0 0 0 1 1 1 0 ,
d

a a a a a b
dt

  + + + =   
2 2 2

0 0 0 0 1 1 0 1 0 0 ,
d

a a a a a a a a b
dt

  + + + =  

2

0 0 0 0 0 1 0 1 1 0 0 0 ,
d

u a a u a a u a u u b
dt

  + + + =

 

 
2

0 0 0 1 1 1 0 ,
d

u u u u u b
dt

  + + + =  

2 2 2

0 0 0 0 1 1 0 1 0 0 ,
d

u u u u u u u u b
dt

  + + + =  
2

0 0 0 0 0 0 1 1 0 1 0 0 ,
d

a u a u a u u a u a b
dt

  + + + =

 

      
2 2

1 1 1( )j j j j j j j j

d
a a a a a

dt

     + − −+ + − 2

1 1 1( ) ,j j j j j ja a a b   + + −+ − =   

     
2 2 2 2

1 1 1( )j j j j j j j j j j

d
a a a a a a a

dt

     + − −+ + − 2 2

1 1 1) ,( j j j j j j j ja a a a a b   + + −+ − =  

     
2 2

1 1 1( )j j j j j j j j j j j j

d
u a a u a a u a u

dt

     + − −+ + − 2

1 1 1 ,( )j j j j j j j j ja u a a u u b   + + −+ − =  

    
2 2

1 1 1( )j j j j j j j j

d
u u u u u

dt

     + − −+ + − 2

1 1 1( ) ,j j j j j ju u u b   + + −+ − =  

    
2 2 2 2

1 1 1( )j j j j j j j j j j

d
u u u u u u u

dt

     + − −+ + − 2 2

1 1 1) ,( j j j j j j j ju u u u u b   + + −+ − =  

2 2

1 1 1( )j j j j j j j j j j j j

d
a u a u a u u a u

dt

     + − −+ + − 2

1 1 1 ,( )j j j j j j j j ja u a u u a b   + + −+ − =  

với 1,2,3,j = . 

Chúng ta nhóm các số hạng một cách phù hợp sẽ được 

2 2 2 2

0 0 0 0 0 0 0 1 0 1( ) ( )
d d

a a u u a u a a u u
dt dt

 + = − + − + 2 2

1 0 1 0 1 0 0 0 0( ) ,a a u u a b u b− + + +  

và  

0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 12 ( )
d d

u a a u a u a a u a u u
dt dt

 + = − − + 2 2

1 1 0 0 1 0 0 0 0( ) .a u a u a b u b− + + +  

Suy ra,  

2

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0( ) ( ) ( )
d d d d

a a u u u a a u a u
dt dt dt dt

+ − + = − −
2 2

0 1 0 1 0 1 0 0 0 1( )a a u u a a u a u u− + − −  

                                                
2 2 2 2

1 0 1 0 1 1 0 0 1( ).a a u u a u a u− + − −  (3.19) 

Ta có   

2 2 2( )j j j j j j j

d d
a a u u a u

dt dt

+ = − + 2 2 2 2

1 1 1 1 1 1( )j j j j j j j j j j j ja a a a u u u u       + − − + − −− − + −  

                            
2 2 2 2

1 1 1 1 1 1( )j j j j j j j j j j j ja a a a u u u u       + + − + + −− − + − ,j j j ja b u b+ +   

và  

22j j j j j j j

d d
u a a u a u

dt dt

+ = − 2 2

1 1 1 1 1 1( )j j j j j j j j j j j j j ja a u a u a u u a u       + − − + − −− − + −  

                            
2 2

1 1 1 1 1 1( )j j j j j j j j j j j j j ja u a a u a u a u u       + + − + + −− − + − .j j j ja b u b+ +  
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Suy ra,  

2 2( ) ( ) ( )j j j j j j j j j j j

d d d d
a a u u u a a u a u

dt dt dt dt

+ − + = − −

2 2 2 2

1 1 1 1 1 1( )j j j j j j j j j j j ja a a a u u u u       + − − + − −− − + −  

2 2

1 1 1 1 1 1( )j j j j j j j j j j j j j ja a u a u a u u a u       + − − + − −+ − + −

2 2 2 2

1 1 1 1 1 1( )j j j j j j j j j j j ja a a a u u u u       + + − + + −− − + −  

2 2

1 1 1 1 1 1( ).j j j j j j j j j j j j j ja u a a u a u a u u       + + − + + −+ − + −                                                                                         (3.20) 

Chúng ta sắp xếp lại các số hạng trong (3.19) và (3.20) để làm xuất hiện hạng tử 

j ja u−  như sau: 

2 2

0 1 0 1 0 1 0 0 0 1( )a a u u a a u a u u− + − −
0 1 0 0 0 1 0 0[ ( ) ( )]a a a u u u a u= − − − −  

0 1 0 1 0 0( )( )a a u u a u= − − − 0 1 0 1 0 1 0 1 0 0( )( )a a u a u a u u a u= − − + − −  

1 0 0 0 1 1 0 0[ ( ) ( )]( )a a u u a u a u= − − + − −
2

1 0 0 0 0 0 1 1( ) ( )( ),a a u u a u a u = − − − − −  

và  
2 2 2 2

1 0 1 0 1 1 0 0 1( )a a u u a u a u− + − − 2 2

1 1 0 0 1 0 0[ ( ) ( )]a a u u a u= − − − −  

2 2

1 1 1 0 0( )( )a u a u= − − − 2 2

1 1 1 1 1 1 1 0 0( )( )a a u a u u a u= − − + − −  

1 1 1 1 1 1 1 0 0[ ( ) ( )]( )a a u u a u a u= − − + − −

1 1 1 1 0 0 1 1 1 1 0 0( )( ) ( )( ).a a u a u u a u a u  = − − − − − −  

Suy ra, 

2

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0( ) ( ) ( )
d d d d

a a u u u a a u a u
dt dt dt dt

+ − + = − −

2

1 0 0 0 0 0 1 1( ) ( )( )a a u u a u a u − − − − −  

                                            1 1 1 1 0 0 1 1 1 1 0 0( )( ) ( )( ).a a u a u u a u a u  − − − − − −                                          (3.21) 

Ta có  
2 2 2 2

1 1 1 1 1 1( )j j j j j j j j j j j ja a a a u u u u       + − − + − −− − + −

2 2

1 1 1 1 1 1( )j j j j j j j j j j j j j ja a u a u a u u a u       + − − + − −+ − + −  

2

1 1 1[ ( ) ( )j j j j j j j j ja a a u a a u   + − −= − − − − 2

1 1 1( ) ( )]j j j j j j j j ju u a u u a u  + − −− − + −  

1 1( )( )j j j j j j ja a u u a u + += − − − 2 2

1 1 1( )( )j j j j ja u a u − − −+ − −  

1 1 1 1( )( )j j j j j j j j j j ja a u a u a u u a u + + + += − − + − −

2 2

1 1 1 1 1 1 1( )( )j j j j j j j j ja a u a u u a u − − − − − − −+ − + − −  

2

1 1 1( ) ( )( )j j j j j j j j j ja a u u a u a u  + + += − − − − −    

1 1 1 1 1 1 1 1( )( ) ( )( ),j j j j j j j j j j j ja a u a u u a u a u  − − − − − − − −+ − − + − −  
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và  
2 2 2 2

1 1 1 1 1 1( )j j j j j j j j j j j ja a a a u u u u       + + − + + −− − + −

2 2

1 1 1 1 1 1( )j j j j j j j j j j j j j ja u a a u a u a u u       + + − + + −+ − + −  

2

1 1 1[ ( ) ( )j j j j j j j j ja a u a a a u   + + −= − − − − 2

1 1 1( ) ( )]j j j j j j j j ju a u u u a u  + + −− − + −  

2 2

1 1 1( )( )j j j j ja u a u + + += − − − 1 1( )( )j j j j j j ja a u u a u − −+ − −  

2 2

1 1 1 1 1 1 1( )( )j j j j j j j j ja a u a u u a u + + + + + + += − − + − −    

1 1 1 1( )( )j j j j j j j j j j ja a u a u a u u a u − − − −+ − + − −  

1 1 1 1 1 1 1 1( )( ) ( )( )j j j j j j j j j j j ja a u a u u a u a u  + + + + + + + += − − − − − −  

   
2

1 1 1( )( ) ( ) .j j j j j j j j j ja a u a u u a u  − − −+ − − + −   

Suy ra, 

2 2( ) ( ) ( )j j j j j j j j j j j

d d d d
a a u u u a a u a u

dt dt dt dt

+ − + = − −

2

1 1 1( ) ( )( )j j j j j j j j j ja a u u a u a u  + + +− − − − −  

  
1 1 1 1 1 1 1 1( )( ) ( )( )j j j j j j j j j j j ja a u a u u a u a u  − − − − − − − −+ − − + − −  

1 1 1 1( )( )j j j j j ja a u a u + + + +− − −  
 

  1 1 1 1( )( )j j j j j ju a u a u + + + +− − − 2

1 1 1( )( ) ( ) .j j j j j j j j j ja a u a u u a u  − − −+ − − + −  (3.22) 

Từ (3.18), (3.21) và (3.22), ta có 

2 2

0 0 0 0( ) 2 ( )
d

a u a u
dt

− = − − 2

1 0 0 0 0 0 1 12 ( ) 2 ( )( )a a u u a u a u − − − − −   

          1 1 1 1 0 0 1 1 1 1 0 02 ( )( ) 2 ( )( ),a a u a u u a u a u  − − − − − −                                                                                (3.23) 

và 

2 2 2 2

1 1 1( ) 2 ( ) 2 ( ) 2 ( )( )j j j j j j j j j j j j j j j

d
a u a u a a u u a u a u

dt

    + + +− = − − − − − − −  

1 1 1 1 1 1 1 12 ( )( ) 2 ( )( )j j j j j j j j j j j ja a u a u u a u a u  − − − − − − − −+ − − + − −

1 1 1 12 ( )( )j j j j j ja a u a u + + + +− − − 1 1 1 12 ( )( )j j j j j ju a u a u + + + +− − −  

2

1 1 12 ( )( ) 2 ( ) ,j j j j j j j j j ja a u a u u a u  − − −+ − − + −  (3.24) 

với 1,2,3,j = . 

Từ (3.23) và (3.24), lấy tổng theo j  ta được 

2 2 2

0 0

( ) 2 ( )j j j j j

j j

d
a u a u

dt

 
 

= =

− = − −   

2

1

0

2 ( )j j j j

j

a a u 


+

=

− − 1 1

0

2 ( )( )j j j j j j

j

u a u a u 


+ +

=

− − −  



TẠP CHÍ KHOA HỌC TRƯỜNG ĐẠI HỌC HỒNG ĐỨC - SỐ 79 (09.2025) 
p-ISSN 3030 - 4628 

e-ISSN 3030 - 4636 

  

99 

1 1 1 1

0

2 ( )( )j j j j j j

j

a a u a u 


− − − −

=

+ − − 1 1 1 1

0

2 ( )( )j j j j j j

j

u a u a u 


− − − −

=

+ − −

1 1 1 1

0

2 ( )( )j j j j j j

j

a a u a u 


+ + + +

=

− − −  

1 1 1 1

0

2 ( )( )j j j j j j

j

u a u a u 


+ + + +

=

− − − 1 1

0

2 ( )( )j j j j j j

j

a a u a u 


− −

=

+ − −

2

1

0

2 ( ) .j j j j

j

u a u 


−

=

+ −  

(3.25) 

Vì 0j ja u= =  với 0j  , ta thu gọn (3.25) thành  

2 2 2

0 0

( ) 2 ( )j j j j j

j j

d
a u a u

dt

 
 

= =

− = − −   

2

1

0

2 ( )j j j j

j

a a u 


+

=

− − 1 1 1 1

0

2 ( )( )j j j j j j

j

a a u a u 


− − − −

=

+ − −  

1 1 1 1

0

2 ( )( )j j j j j j

j

u a u a u 


+ + + +

=

− − − 2

1

0

2 ( ) .j j j j

j

u a u 


−

=

+ −                                                                       (3.26) 

Lấy tích phân (3.26) trên [0, ]t và sử dụng (0) (0)a u= , ta có 

2 2 2

0
0 0

( ( ) ( )) 2 ( ( ) ( ))
t

j j j j j

j j

a t u t a u d    
 

= =

− = − − 

2

1
0

0

2 ( )( ( ) ( ))
t

j j j j

j

a a u d     


+

=

− −  

1 1 1 1
0

0

2 ( )( ( ) ( ))( ( ) ( ))
t

j j j j j j

j

a a u a u d       


− − − −

=

+ − −

1 1 1 1
0

0

2 ( )( ( ) ( ))( ( ) ( ))
t

j j j j j j

j

u a u a u d       


+ + + +

=

− − −  

 2

1
0

0

2 ( )( ( ) ( ))
t

j j j j

j

u a u    


−

=

+ −
2 2

0
0

2 ( ( ) ( ))
t

j j j

j

a u d    


=

= − −  

 
1 2 3 4 1 2 3 4 ,A A A A B B B B+ + + + + + + +  (3.27) 

trong đó  
1

2

1 1
0

0

2 ( )( ( ) ( )) ,
J t

j j j j

j

A a a u d     
−

+

=

= − −  

1

2 1 1
0

0

2 ( )( ( ) ( ))( ( ) ( )) ,
J t

j j j j j j

j

A a a u a u d       
−

+ +

=

= − −  

1

3 1 1 1 1
0

0

2 ( )( ( ) ( ))( ( ) ( )) ,
J t

j j j j j j

j

A u a u a u d       
−

+ + + +

=

= − − −  

1
2

4 1 1 1
0

0

2 ( )( ( ) ( )) ,
J t

j j j j

j

A u a u d     
−

+ + +

=

= −  
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2

1 1
0

2 ( )( ( ) ( )) ,
t

j j j j

j J

B a a u d     


+

=

= − −  

2 1 1
0

2 ( )( ( ) ( ))( ( ) ( )) ,
t

j j j j j j

j J

B a a u a u d       


+ +

=

= − −  

3 1 1 1 1
0

2 ( )( ( ) ( ))( ( ) ( )) ,
t

j j j j j j

j J

B u a u a u d       


+ + + +

=

= − − −  

2

4 1 1 1
0

2 ( )( ( ) ( )) .
t

j j j j

j J

B u a u d     


+ + +

=

= −  

Chúng ta tiến hành ước lượng các số hạng trong  (3.27) như sau: 

2

1 1
0

2 ( )( ( ) ( ))
t

j j j j

j J

B a a u d     


+

=

= − −  2 2 2

0
0

2 | | ( ( ) ( )) .
t

j j j

j J

C a u d       


−

=

 −  

2 1 1
0

2 ( )( ( ) ( ))( ( ) ( ))
t

j j j j j j

j J

B a a u a u d       


+ +

=

= − −  

      
2

0 1 1
0

2 | | ( ( ) ( ))( ( ) ( ))
t

j j j j j j

j J

C a u a u d         


−

+ +

=

 − −  

      
2 2

0
0

| | ( ( ) ( ))
t

j j j

j J

C a u d      


−

=

 −
2 2

0 1 1 1
0

| | ( ( ) ( )) .
t

j j j

j J

C a u d      


−

+ + +

=

+ −  

3 1 1 1 1
0

2 ( )( ( ) ( ))( ( ) ( ))
t

j j j j j j

j J

B u a u a u d       


+ + + +

=

= − − −   

     
2

0 1 1 1 1
0

2 | | ( ( ) ( ))( ( ) ( ))
t

j j j j j j

j J

C a u a u d         


−

+ + + +

=

 − −  

     
2 2

0
0

| | ( ( ) ( ))
t

j j j

j J

C a u d      


=

 −
2 2

0 1 1 1
0

| | ( ( ) ( )) .
t

j j j

j J

C a u d      


+ + +

=

+ −  

2

4 1 1 1
0

2 ( )( ( ) ( ))
t

j j j j

j J

B u a u d     


+ + +

=

= −
2 2 2

0 1 1 1
0

2 | | ( ( ) ( )) .
t

j j j

j J

C a u d       


−

+ + +

=

 −  

Mặt khác, lặp lại chứng minh như trong chứng minh Định lý 3.1, chúng ta sẽ có 

nghiệm ( )a t  và ( )u t  thoả mãn (3.8). Do đó, sử dụng bất đẳng thức Cauchy, chúng ta có: 

2

1 2 3 4 1
0

0

( ( ) ( )) .
t

j j

j

A A A A C a u d  


=

+ + +  −  

Sử dụng các đánh giá trên, chúng ta có thể đánh giá (3.27) như sau: 

2

0

( ( ) ( ))j j

j

a t u t


=

− 2 2 2

1
0 0

0 0

2 ( ( ) ( )) ( ( ) ( ))
t t

j j j j j

j j

a u d C a u d       
 

= =

 − − + −    

       
2 2 2 2

0
0

2 (| | | | | | | | ) ( ( ) ( )) .
t

j j j

j J

C a u d                 


− − −

=

+ + + + −                                                                                         (3.28) 

Sử dụng (3.17) và (3.28), ta có: 

             
2 2

1
0

0 0

( ( ) ( )) ( ( ) ( )) .
t

j j j j

j j

a t u t C a u d  
 

= =

−  −                                                                                                          (3.29) 
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Tính duy nhất nghiệm được chứng minh nhờ sử dụng bất đẳng thức Gronwall và (3.29). 

Sự tồn tại nghiệm Leray-Hopf của (1.2) với tính chất không âm là nội dung của định 

lý sau: 

Định lý 3.4. Giả sử  ,   là các số thực dương,   là số thực không âm,   là số 

thực không dương và 0 0a S  thoả mãn 
0 0ja   với mọi 0,1,j = . Với mọi 0t  , giả sử 

rằng 2 2

0
0

( ) .
t

j j

j

b d  


−

=

    Khi đó, bài toán (1.2) có nghiệm Leray-Hopf không âm ( )a t  

(theo Định nghĩa 2.3) trên [0, )  thoả mãn 0(0) .a a=  

Chứng minh.  Chúng ta thấy giả thiết của Định lý 3.1  thoả mãn nên hệ (1.2) có 

nghiệm Leray-Hopf ( )a t . Hơn nữa, theo lý thuyết phương trình vi phân, nghiệm tổng quát 

của (1.2) có thể biểu diễn dưới dạng: 

1 1
0

2 2
1 1 1 1

0

( ( )) ( ( )) 2

0 0 0 1 1
0

( ) ( ) 2 2

1 1 1 1
0

( ) (0) ( ( ) ( )) ,

( ) (0) ( ( ) ( ) ( )) ,

t t

s

t t

j j j j j j j j j j
s

ta d a d

ta a d a a d

j j j j j j j

a t a e e b s a s ds

a t a e e b s a s a s ds
     

        

         



 
+ − + −

− + − +

− + − − + −

− − + +






 = + −

 =


+ −





 

với 1,2,3,j = .                                                                                               (3.30)                                  

Vì 
0(0) 0j ja a=  , ( ) 0jb s  ,   là số thực không âm và   là số thực không dương, 

chúng ta thấy rằng vế phải của các phương trình (3.30) là không âm với mọi 0,1,j =  và 

0t  . Điều này kéo theo nghiệm Leray-Hopf ( )a t  là không âm với mọi 0t  . 

 Tính duy nhất nghiệm Leray-Hopf không âm là nội dung của định lý sau. 

Định lý 3.5. Giả sử giả thiết của Định lý 3.4 thoả mãn. Hơn nữa, giả sử tồn tại số J  

thoả mãn 
2

0| ( ) | , , và [0, ),j ja t C j J t  −     trong đó 0C  là hằng số thoả mãn 

2 2

0 (| | | | | | | | ) .C              − − −+ + +   Khi đó, bài toán (1.2) có duy nhất 

nghiệm Leray-Hopf không âm ( )a t  trên [0, )  thoả mãn 
0(0) .a a=  

Chứng minh. Định lý này là kết quả trực tiếp suy ra từ Định lý 3.3 và Định lý 3.4. 

4. KẾT LUẬN 

Nội dung của bài báo đã trình bày được sự tồn tại và tính duy nhất nghiệm Leray-

Hopf và nghiệm Leray-Hopf  không âm của mô hình bài toán rời rạc xấp xỉ phương trình 

Navier-Stokes bậc phân thứ.  
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EXISTENCE AND UNIQUENESS OF LERAY-HOPF SOLUTIONS 

AND NON-NEGATIVE LERAY-HOPF SOLUTIONS OF DYADIC 

MODELS FOR THE GENERALIZED NAVIER-STOKES EQUATIONS 

Le Tran Tinh, Pham Thi Van, Le Chau Giang, Luu Cam Anh,  

Pham Thi Quy, Le Trinh Nhu Quynh 

ABSTRACT 

 In this article, we study the existence and uniqueness of Leray-Hopf solutions and 

non-negative Leray-Hopf  solutions of dyadic models for the 3D generalized Navier-Stokes 

equations.  Our results extend and improve the  previous results. 

Keywords: Generalized Navier-Stokes equations, Leray-Hopf solutions, non-negative 

Leray-Hopf solutions. 
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