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BÀI TOÁN KÉO DÀI MỞ RỘNG VÀNH 

Phạm Thị Cúc1 

TÓM TẮT 

Trong bài báo này, trước hết chúng tôi phát biểu bài toán kéo dài mở rộng vành và 

chỉ ra rằng dữ liệu của bài toán kéo dài mở rộng (bộ ba ( , , )E F  ) xác định một E-hệ chính 

qui. Mỗi mở rộng của E-hệ chính qui này là một kéo dài của mở rộng E. Tiếp đến, chúng tôi 

chứng minh kết quả về sự phân lớp các mở rộng của E-hệ chính qui. Từ đó, thu được kết 

quả về bài toán kéo dài mở rộng vành. 

Từ khóa: Ann-phạm trù, E-hệ chính qui, kéo dài mở rộng vành. 
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1. ĐẶT VẤN ĐỀ 

Khi nghiên cứu về các cấu trúc đại số, một trong những vấn đề thường được đặt ra là 

mở rộng hoặc thu hẹp cấu trúc đó với những mục đích nghiên cứu khác nhau. Vì vậy, các 

bài toán mở rộng nhóm, mở rộng vành,... được rất nhiều nhà đại số quan tâm nghiên cứu. 

Trong những năm gần đây, bài toán mở rộng các cấu trúc đại số đã được nghiên cứu rộng rãi 

nhờ mối liên hệ với các lý thuyết phạm trù và lý thuyết đối đồng điều tương ứng [1][2][3][4][5].  

Thông thường, mỗi cấu trúc đại số đều có một lý thuyết đồng điều và đối đồng điều 

tương ứng. Cấu trúc nhóm là cấu trúc đầu tiên có một lý thuyết đồng điều, đối đồng điều và lý 

thuyết mở rộng nhóm hoàn chỉnh [1]. Sau đó, có những nghiên cứu tương tự cho mở rộng đại 

số kết hợp và đại số Lie trên một trường [6]. Hai trường hợp này đều có cấu trúc cộng của 

không gian vectơ nên bài toán mở rộng cấu trúc cộng là tầm thường và chỉ cấu trúc nhân là 

thực sự suy ra từ lý thuyết đối đồng điều. Với bài toán mở rộng vành, chúng ta gặp vấn đề khó 

khăn hơn là phải đồng thời xử lý hai cấu trúc cộng và nhân. MacLane là người có công đầu 

tiên trong việc xây dựng khái niệm đồng điều và đối đồng điều vành. Xuất phát từ mục đích 

giải quyết bài toán mở rộng vành, ông đã xây dựng một phức mà nhóm đối đồng điều thứ 2 và 

thứ 3 của nó phù hợp với yêu cầu giải quyết bài toán mở rộng vành [7].  

 Bài toán mở rộng vành của MacLane đã được Quang tiếp cận theo một cách khác 

nhờ sử dụng đối đồng điều của Hoschild [4]. Hơn nữa, Quang cũng đã phát hiện ra mối liên 

hệ giữa bài toán mở rộng vành và lý thuyết Ann-phạm trù [8], nên đã giải quyết bài toán này 

trong trường hợp đặc biệt (gọi là bài toán mở rộng vành -chẻ ra) nhờ các kết quả của lý 

thuyết Ann-phạm trù [9]. Một số kết quả khác liên quan đến song môđun chéo trên vành 

(một khái niệm có liên quan chặt chẽ đến bài toán mở rộng vành) đã được chỉ ra trong [5][10]. 

Ngoài ra, một số kết quả về Ann-hàm tử cũng đã được công bố trong [11]. 
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2. KIẾN THỨC CHUẨN BỊ 

2.1. Bài toán mở rộng vành  

Định nghĩa 2.1. [7] Một song tích  của một vành A  là một cặp các ánh xạ 

,a a a a   từ A  vào chính nó thỏa mãn các điều kiện sau với mọi ,a b A : 

( ) , ( ) ,a b a b a b a b     + = + + = +  

( ) ( ) , ( ) ( ),ab a b ab a b   = =     ( ) ( ) .a b a b =  

 Tổng  +  và tích  của hai song tích   và   được định nghĩa như sau: 

( ) , ( ) ,a a a a a a       + = + + = +  

( ) ( ), ( ) ( ) .a a a a     = =  

 Tập hợp 
AM  tất cả các song tích của A  cùng với hai phép toán trên lập thành một 

vành có đơn vị, trong đó phần tử đơn vị là song tích cho bởi cặp ánh xạ đồng nhất. 

 Hai song tích  và  gọi là hoán vị được (hay giao hoán được) nếu chúng thỏa mãn:  

( ) ( ) , ( ) ( ) , .a a a a a A       = =    

 Mỗi phần tử c A cảm sinh một song tích c xác định như sau: 

, , ,c ca ca a ac a A = =    

và được gọi là một song tích trong của .A  Ánh xạ : , ,A cA M c → là một đồng cấu 

vành, và nếu A  có đơn vị thì (1) .id =  Ảnh A  của đồng cấu  là một iđêan hai phía của 

vành 
AM  (do , ).c c c c     = =  Khi đó, vành thương A

A

M
P

A
=  được gọi là vành 

các song tích ngoài hay vành các lớp song tích của vành .A   

 Hạt nhân của , { | 0 , },AK c A ca ac a A=  = =    là một iđêan hai phía của A  và 

được gọi là song tâm của .A  Chú ý rằng 
AK  vừa là một 

AP -môđun trái, vừa là một 
AP -

môđun phải với các toán tử ,k k k k   tương ứng. Tuy nhiên, 
AK không phải là một 

AP -song môđun.  

Định nghĩa 2.2. [7] Một mở rộng E của vành A  bởi vành   là một dãy khớp ngắn 

các đồng cấu vành: 

 
 Khi   là một vành có đơn vị thì ta cũng đòi hỏi   là một đồng cấu giữa các vành có 

đơn vị và biến đơn vị thành đơn vị. Vì A A  là iđêan của B nên phép đặt tương ứng mỗi 

phần tử b B với song tích trong b của nó cho ta một đồng cấu : .AB M →  Hơn nữa, hai 

song tích trong B  là hoán vị được. Vì đồng cấu  này biến iđêan A  thành những song 

tích trong của A  nên nó cảm sinh một đồng cấu: : A
A

MB P
A A


 

→ = . 

 Do 
Ker

B B
A 

  =  nên ta có đồng cấu : .AP →  Vì mọi cặp song tích trong 

của B  là hoán vị được nên mọi cặp phần tử của ảnh ( )A  là hoán vị được. 

 Như vậy, mỗi mở rộng E cho trước đều cảm sinh đồng cấu   sao cho mọi phần tử của 

ảnh ( )A  là hoán vị được. Bài toán mở rộng vành được đặt ra là: “Nếu cho trước các vành 
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,A   và đồng cấu   thì có tồn tại một mở rộng tương ứng hay không, vào nếu tồn tại thì có 

bao nhiêu mở rộng theo nghĩa tương đẳng?” 

 Hai mở rộng E và E’ được gọi là tương đẳng nếu tồn tại một đồng cấu vành : 'B B →

sao cho biểu đồ sau giao hoán 

 
Từ tính giao hoán của biểu đồ này suy ra : 'B B → là một đẳng cấu. 

 MacLane [1] đã chỉ ra rằng từ các dữ kiện của bài toán mở rộng vành suy ra tồn tại 

một 3-đối chu trình ( )Hom , Af K   mà lớp đối đồng điều ba chiều của nó được gọi là cái 

cản trở của : .AP →  Khi đó, điều kiện cần và đủ để tồn tại một mở rộng của vành A bởi 

vành   cảm sinh đồng cấu : AP →  là cái cản trở của   bằng 0. Hơn nữa, số lời giải của 

bài toán mở rộng vành được cho trong định lý dưới đây. 

Định lý 2.3. [7] Nếu tồn tại một mở rộng vành của A bởi  cảm sinh : AP →  thì 

tập hợp các lớp tương đẳng của những mở rộng đó tương ứng 1-1 với nhóm đối đồng điều 
2 ( , ),AH K  trong đó song tâm 

AK  của A là một  -song môđun với tác động cảm sinh .   

2.2. Ann-phạm trù và Ann-hàm tử 

 Các khái niệm Ann-phạm trù và Ann-hàm tử đã được trình bày chi tiết trong [8, 10]. 

Ở đây, chúng tôi chỉ nhắc lại phép dựng Ann-phạm trù thu gọn của một Ann-phạm trù và 

một vài kết quả đã biết về Ann-hàm tử. 

 Cho  là một Ann-phạm trù. Tập 0R =  các lớp vật đẳng cấu của  là một vành 

đối với hai phép toán cộng và nhân được cảm sinh từ các luật ,   trên , còn tập 

1 Aut(0)M = =  các tự đẳng cấu của vật 0 là một nhóm aben mà phép hợp thành được ký 

hiệu bởi dấu +. Hơn nữa, M là một R-song môđun. 

 Ann-phạm trù thu gọn  được xây dựng nhờ phép chuyển cấu trúc (xem [5]), có các 

vật là các phần tử của 0 ,  các mũi tên là những tự đẳng cấu 

0 1( , ) : , , .s u s s s u →    Hợp thành của hai mũi tên được xác định bởi: 

( , ) ( , ) ( , ).s u s v s u v= +  

 Khi đó, phạm trù  tương đương với phạm trù  và ta cũng gọi  là một Ann-phạm 

trù kiểu (R,M). Hơn nữa, mỗi Ann-hàm tử giữa các Ann-phạm trù '→ cảm sinh một Ann-

hàm tử giữa các Ann-phạm trù thu gọn '→  và tập các lớp đồng luân của các Ann-hàm tử 

là tương ứng 1-1 với nhóm đối đồng điều vành 2 chiều theo nghĩa của MacLane [1]. 

Định lý 2.4. [10] i) Mỗi Ann-hàm tử '→  cảm sinh một Ann-hàm tử '→  kiểu 

( , ),p q trong đó 0 0 1 1: ', : '.p q   → →  
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ii) Hàm tử : 'F →  kiểu ( , )p q  từ Ann-phạm trù  kiểu ( , )R M  đến từ Ann-phạm 

trù '   

kiểu ( ', ')R M  là một Ann-hàm tử nếu và chỉ nếu cái cản trở k  triệt tiêu trong 3 ( , ').MacLH R M  

Khi đó, tồn tại song ánh 2

( , )Hom [ , '] ( , '),Ann

p q MacLH R M trong đó 
( , )Hom [ , ']Ann

p q
 là tập các 

lớp đồng luân của các Ann-hàm tử kiểu ( , )p q  từ  đến từ '.  

2.3. E-hệ chính qui 

Định nghĩa 2.5. [12] Một E-hệ là một bộ bốn ( , , , ),B D d   trong đó 

: , : Bd B D D M→ →  là các đồng cấu vành thỏa mãn các điều kiện sau với mọi 

, .x D b B   

,d =  ( ) . ( ), ( ) ( ). .x xd b x d b d b d b x = =  

 E-hệ ( , , , )B D d   được gọi là chính qui nếu   là đồng cấu biến đơn vị thành đơn vị và 

các phần tử thuộc ( )D  là hoán vị được. 

 Một đồng cấu 1 0( , ) : ( , , , ) ( ', ', ', ')f f B D d B D d →  giữa hai E-hệ bao gồm các đồng 

cấu vành 1 0: ', : 'f B B f D D→ →  sao cho 0 1'f d d f=  và 
1f  là một đồng cấu toán tử, nghĩa 

là 
0 0

' '

1 ( ) 1 1 1 ( )( ) ( ), ( ) ( ) .x f x x f xf b f b f b f b   = =  

 Để cho tiện, E-hệ ( , , , )B D d   đôi khi còn được ký hiệu bởi 
d

B D→  hoặc đơn giản là  

.B D→ Từ định nghĩa E-hệ, ta thấy ngay các tính chất sau. 

Mệnh đề 2.6. [12] Cho E-hệ ( , , , ).B D d   Khi đó, 

i) Ker Bd K , 

ii) Imd là một iđêan trong D, 

iii) Đồng cấu   cảm sinh đồng cấu Ker: dD M →  cho bởi 
Kerx x d

 = , 

iv) Kerd là Cokerd-song môđun với tác động: 

( ), , Ker , , Coker .x xsa a as a a d x s s d = =     

3. KẾT QUẢ NGHIÊN CỨU  

3.1. Bài toán kéo dài mở rộng vành 

Định nghĩa 3.1. Cho các mở rộng vành E của A bởi  , mở rộng vành E’ của A bởi 

'  và mở rộng vành F của   bởi 0  
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Trong đó i là đồng cấu tâm (nghĩa là ( ) ),Bi A K  các hình vuông giao hoán. Khi đó, 

ta nói mở rộng E’ là kéo dài của mở rộng E, ký hiệu ' .E E=   

Nhận xét 3.2.  

i) Do các mũi tên   và i’ là đơn cấu nên   cũng là đơn cấu. 

ii) Từ định nghĩa trên ta suy ra dãy khớp ngắn 

 
Với dãy khớp ngắn này, ta có B B  là iđêan hai phía của B’. Phép đặt tương ứng 

mỗi ' 'b B  với song tích trong 'b  của nó cho ta một đồng cấu vành

' ': ' , ' , '.B b bB M b b b b bb  → = =  

Khi đó,  cảm sinh đồng cấu vành 
' ( '): ' , ,B x u xM   → = (với ' 'x   thì 

( ') 'u x B sao cho '( ( ')) 'p u x x= ) thỏa mãn hai tính chất 

 

(1) 

( ) ( ( )), ( ) ( ) , ', .x x x xb b b b x b B       = =      (2) 

3.2. Mỗi bộ ba ( , , )E F   của bài toán kéo dài mở rộng cảm sinh một E-hệ chính qui 

Định nghĩa 3.3. Ta gọi một bộ ba ( , , )E F   của bài toán kéo dài mở rộng bao gồm 

các mở rộng 

 

 
sao cho ( ) ,Bi A K  và một đồng cấu vành : ' BM  →  thỏa mãn các hệ thức (1) và (2). 

Như vậy, mỗi bộ ba ( , , )E F   của bài toán kéo dài mở rộng vành xác định một E-hệ 

( , ', , ).B p  Vấn đề đặt ra là có tồn tại hay không một mở rộng vành của A bởi ',  là kéo 

dài của mở rộng E và cảm sinh ? Trong trường hợp tồn tại kéo dài mở rộng, thì “số lời 

giải” là bao nhiêu? Để cho tiện, ta đồng nhất mỗi phần tử a A với ảnh ( )i a  của nó trong 

B, và đồng nhất mỗi phần tử xvới ảnh ( )x  của nó trong '.  

3.3. Ann-phạm trù chặt chẽ xác định bởi E-hệ 
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 Với mỗi E-hệ ( , , , )B D d   ta có thể xây dựng được một Ann-phạm trù chặt chẽ 

B D→= , gọi là Ann-phạm trù chặt chẽ xác định bởi E-hệ, như sau: Ob( ) .D=  

Với hai vật ,x y  của  thì Hom( , ) { | }.x y b B y db x=  = +   

Hợp thành của các mũi tên được cho bởi: ( ) ( ).b c b cx y z x z+⎯⎯→ ⎯⎯→ = ⎯⎯→  

Tổng hai vật: x y x y = +  (phép cộng trong D). 

Tổng hai mũi tên: ' '( ) ( ' ') ( ' ').b b b bx y x y x x y y+⎯⎯→  ⎯⎯→ = + ⎯⎯⎯→ +  

Phép toán tensor trên các vật được cho bởi phép nhân trong vành : ,D x y xy =  và 

với hai mũi tên '( ), ( ' ')b bx y x y⎯⎯→ ⎯⎯→  thì phép toán tensor trên các mũi tên là 

'' ''( ) ( ' ') ( ' ').x xbb b bb bx y x y xx yy
 + +

⎯⎯→  ⎯⎯→ = ⎯⎯⎯⎯⎯→  

 Từ định nghĩa của E-hệ, dễ kiểm tra được rằng   là một hàm tử và  trở thành một 

Ann-phạm trù với các ràng buộc được xác định đều là chặt chẽ. Ann-phạm trù thu gọn 
3(Coker ,Ker , ), (Coker ,Ker ).d d k k H d d=   

 Trong trường hợp E-hệ ( , ', , )B p   được xác định bởi bộ ba ( , , )E F   của bài toán 

kéo dài mở rộng thì ta có  

0 0Coker( ) Coker ,p  = =    
1 Ker( ) Ker ,p p A = =   3

0( , ).k H A   

 Đặc biệt, vành D được xem như một Ann-phạm trù kiểu ( ,0,0),D  ký hiệu bởi Dis ,D

ta có kết quả sau: 

Mệnh đề 3.4. Cho B D→=  là Ann-phạm trù chặt chẽ xác định bởi E-hệ ( , , , )B D d   

và (Coker ,Ker , )d d k=  là một Ann-phạm trù thu gọn của .  Khi đó, tồn tại một Ann-

hàm tử : DisF D→  cảm sinh toàn cấu chính tắc : CokerD d →  khi và chỉ khi cái cản 

trở *k  triệt tiêu trong 3( ,Ker ).H D d  

Chứng minh: Giả sử tồn tại Ann-hàm tử : DisF D→  cảm sinh toàn cấu chính tắc 

: Coker .D d →  Khi đó, theo Định lý 2.4 i), F cảm sinh Ann-hàm tử : DisD →  kiểu 

( ,0).  Bởi vậy, theo Định lý 2.4 ii), ta có * 0k =  trong 3( ,Ker ).H D d  

 Ngược lại, nếu * 0k =  trong 3( ,Ker )H D d  thì theo Định lý 2.4 ii), cặp ( ,0)  xác 

định một Ann-hàm tử : Dis (Coker ,Ker , ).D d d k → =  Gọi ( , , ) :H H H →  là Ann-

hàm tử chính tắc, thì cái hợp thành ( )( , , ) ( , , )( , , ) Dis H H HF F F D   = ⎯⎯⎯→ ⎯⎯⎯⎯→  là một 

Ann-hàm tử. 

Bổ đề 3.5. * 0k =  trong 3( ,Ker )H D d  khi và chỉ khi 0k =  trong 

3(Coker ,Ker ).H d d  

Chứng minh: Theo Mệnh đề 2.6.iv), Kerd là một Cokerd-song môđun với tác động 

, , Ker , , Coker .x xsa a as a a d x s s d = =     

 Tác động của D lên Kerd là cảm sinh bởi tác động của Cokerd lên Kerd dọc theo đồng 

cấu .  Bởi vậy ( ) , ( ) , Ker , .x xxa x a a ax a x a a d x D   = = = =    
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 Bây giờ, giả sử * ,k f =   với 2: Ker .f D d→  Nghĩa là với mọi , ,x y z D  ta có 

* ( , , ) ( )( , , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , )k x y z f x y z xf y z f x y z f x y z f x y =  = − + + + −  

hay ( , , ) ( )( , , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ).k x y z f x y z xf y z f x y z f x y z f x y   =  = − + + + −  

 Với mỗi Cokers d  ta chọn một đại diện sx D  và đặt ( , ) ( , ),r s sg r s f x x sa x a= =  

ta được ( , ) ( , ),r s tx f x x rg s t=  và do đó ( , , ) ( )( , , ),k r s t g r s t=  với , , ,r s t D  nghĩa là k  

triệt tiêu trong 3(Coker ,Ker ).H d d  

 Ngược lại, nếu ,k g=   nghĩa là ( , , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , )k s r t sg r t g s r t g s r t g s r= − + + + − thì 

ta đặt ( , ) ( ( ), ( )), ( ) ,f x y g x y xa x a sa  = = = với , , , Ker .x s y r z t a d     Khi đó 

( * )( , , ) ( )( , , ),k x y z f x y z =  nghĩa là *k  triệt tiêu trong 3( ,Ker ).H D d  

Mệnh đề 3.6. k  triệt tiêu trong 3(Coker ,Ker ).H d d  

Chứng minh: Gọi : DisD → là Ann-hàm tử chính tắc. Rõ ràng,   cảm sinh toàn 

cấu chính tắc : Coker .D d →  Bởi vậy, theo Định lý 2.4 ii) và theo Bổ đề 3.5 thì k  triệt tiêu 

trong 3(Coker ,Ker ).H d d   

Hệ quả 3.7. Với cách chọn đính thích hợp thì Ann-phạm trù thu gọn  là chặt chẽ.   

3.4. Phân lớp các mở rộng của E-hệ chính qui 

Định nghĩa 3.8. Một mở rộng của E-hệ chính qui ( , , , )B D d   là một dãy khớp ngắn 

 
và một đồng cấu vành : 'B B →  sao cho biểu đồ sau giao hoán 

 
 Đối với E-hệ ( , ', , )B p   xác định bởi bộ ba ( , , )E F   thì mỗi mở rộng của nó chính 

là một kéo dài của mở rộng E. Ký hiệu Ext ( ,Ker )B D D d→  là tập các lớp tương đẳng các mở 

rộng của E-hệ chính qui ( , , , )B D d   và ký hiệu 
( ,0)Hom [Dis , ]D  là tập các lớp đồng luân 

của các Ann-hàm tử từ DisD đến  cảm sinh cặp ( ,0).  Ta có thể phân lớp các mở rộng 

của E-hệ chính qui bởi các Ann-hàm tử hoán vị được như sau. Nhắc lại rằng một Ann-hàm 

tử : DisF D→ được gọi là hoán vị được nếu nó thỏa mãn điều kiện 

( ) ( ), .x y x yF b F F bF b B=    

Định lý 3.9. Mở rộng của E-hệ chính qui ( , , , )B D d   là tồn tại. Hơn nữa, có một 

song ánh: 

( ,0): Hom [Dis , ] Ext ( ,Ker ).B DD D d → →  
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Chứng minh: Ta xây dựng ánh xạ   như sau: Trong mỗi  lớp đồng luân các Ann-hàm 

tử từ DisD đến  cảm sinh cặp ( ,0),  ta lấy một Ann-hàm tử hoán vị được F. Từ đó xây 

dựng một mở rộng vành 
FE của E-hệ chính qui ( , , , ).B D d   

Bước 1: Xây dựng mở rộng vành 
FE của E-hệ chính qui ( , , , )B D d   cảm sinh bởi Ann-

hàm tử hoán vị được F.  

 Cho Ann-hàm tử hoán vị được ( , , ) : Dis .F F F D →  Thế thì ta có các hàm 

2

, ,'( , ), '( , ) :x y x yF f x y F g x y D B= = →  thỏa mãn: 

'( , ) , '( , ) .x y x y x y xyF F df x y F F F dg x y F++ = + = +  

 Do tính tương thích của ( , , )F F F  với các ràng buộc của Ann-phạm trù chặt chẽ nên 

các hàm '( , ), '( , )f x y g x y là chuẩn hóa ( )'( ,0) '(0, ) '( ,1) '(1, ) 0f x f y g x g y= = = =  và thỏa 

mãn các hệ thức: 

'( , ) '( , ) '( , ) '( , ) 0,f x y z f y z f x z f x y z+ + − − + = '( , ) '( , ),f x y f y x=   

'( , ) '( , ) '( , ) '( , ) 0,Fxg y z g xy z g x yz g x y Fz− + − =

 '( , ) '( , ) '( , ) '( , ) '( , ) 0,g x y z g x y g x z Fxf y z f xy xz+ − − + − =

 '( , ) '( , ) '( , ) '( , ) '( , ) 0.g x y z g x z g y z f x y Fz f xz yz+ − − + − =    

 Trong , ta chọn đính ( , ), Coker ,s xx i s d  và đặt ( ) ,ss b x b =  ( , ) '( , ),s rf s r f x x=

( , ) '( , )s rg s r g x x=  ta được các hệ thức 

( , ) ( , ) ( , ) ( , ) 0,f s r t f r t f s r f s r t+ + − − + =  (3) 

( , ) ( , ),f r s f s r=  (4) 

( ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( ) 0,s g r t g sr t g s rt g s r t − + − =  (5) 

( , ) ( , ) ( , ) ( ) ( , ) ( , ) 0,g s r t g s r g s t s f r t f sr st+ − − + − =  (6) 

( , ) ) , ) ( , ) ( , ) ( ) ( , ) 0.g s r t g s t g r t f s r t f st rt+ − − + − =  (7) 

 Từ đây, ta dựng được một mở rộng {( , ) | , Coker }FB b s b B s d=    với hai phép toán 

( , ) ( ', ) ( ' ( , ), ), ( , )( ', ) ( ( ) ( ) ' ( , ), ).b s b r b b f s r s r b s b r b r s b g s r sr + = + + + = + +  

 Khi đó 
FB  thỏa mãn các tiên đề của vành nhờ các hệ thức trên. Hơn nữa, dãy sau khớp 

 
trong đó, '( ) ( ,0), '( , ) .si a a p b s x db= = +  

 Mở rộng này là một mở rộng của E-hệ chính qui bởi đồng cấu 

: , ( ) ( ,0).FB B b b → =  

Do có Ann-hàm tử chính tắc : DisD →  nên phần thứ nhất của định lý được 

chứng minh. 

Bước 2: F và F’ đồng luân khi và chỉ khi FE  và 'FE  là tương đẳng. 

 Giả sử , ' : DisF F D →  là hai Ann-hàm tử đồng luân, với đồng luân : '.F F →  

Khi đó, theo định nghĩa của Ann-mũi tên, các biểu đồ sau giao hoán với mọi , .x y D  
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Theo định nghĩa phép toán   trên  ta có ( ) ( ).x y x y Fx y x Fy        = + +  

Từ đó, ta có ' '

, , , ,, .x y x y x x y y x y x y x y x y x Fy xyF F F F         +− = − + − = + + −  Suy ra 

'( , ) ( , ) , '( , ) ( , ) .x x y y x y x y x Fy xyf x y f x y g x y g x y         +− = − + − = + + −  

 Trong , với hệ đại diện ( , ), Coker ,s xx i s d   

đặt ( , ) ( , ), ( , ) ( , ),s r s rh r s f x x k s r g x x= =  

* , ,
s ss x s Fx   = =  ta thu được hệ thức 

* *'( , ) ( , ) ,s s r rh s r h s r   +− = − +  (8) 

* * * * *'( , ) ( , ) .s r s r s r srk x y k x y       − = + + −  (9) 

 Bây giờ, đặt *

': , ( , ) ( , ),F F sB B b s b s → +  thì   là một đồng cấu nhờ các hệ 

thức (8), (9). Hơn nữa, nó là một đẳng cấu làm cho các biểu đồ sau giao hoán:  

 

nghĩa là 
FE  và 

'FE  là tương đẳng. 

Bước 3: Chứng minh   là toàn ánh. 

 Giả sử ta có mở rộng E của E-hệ chính qui ( , , , )B D d   nghĩa là có dãy khớp  

 
cùng với đồng cấu : '.B B →  Khi đó, tương tự Nhận xét 3.2 ii) ta có dãy khớp 

 
trong đó ',p =  và ', : Cokerp D d  = →  là toàn cấu chính tắc. 

 Bây giờ, trong B’ ta chọn hệ đại diện , s Coker .su d  Hệ đại diện này cảm sinh họ các 

hàm ( , , ),f g  nghĩa là đồng cấu : BD M →  được xác định bởi ( ) , ,s s s sb u b b bu = = và 

các hàm , :Coker Cokerf g d d B →  thỏa mãn ( , ) , ( , ) .s r s r s r sru u f s r u u u g s r u++ = + = +  

Rõ ràng  

(0, ) ( ,0) 0, (1, ) ( ,1) 0.f r f r g r g s= = = =  (10) 

 Tính kết hợp, tính giao hoán của phép cộng, tính kết hợp của phép nhân, tính phân 

phối của phép nhân và phép cộng trong B lần lượt cho ta các hệ thức (3)-(7). 

 Khi đó, ta xây dựng được Ann-hàm tử ( , , ) : DisF F F F D= →  bằng cách đặt 
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, ,'( ); ( , ); ( , ).x x y x yFx p u F f x y F g x y    = = =  

 Các hệ thức (3)-(7), (10) chứng tỏ rằng ( , , )F F F  là một Ann-hàm tử giữa các Ann-

phạm trù. 

Định lý 3.10. Tồn tại song ánh  
2

( ,0)Hom [Dis , ] (Coker ,Ker ).D H d d →  

Chứng minh: Nếu ( , , ) : DisF F F F D= → là một Ann-hàm tử cảm sinh cặp ( ,0)  

và ( , , )G G G  là Ann-hàm tử chính tắc thì Ann-hàm tử hợp thành  

( )( , , ) ( , , )Dis F F F G G GD⎯⎯⎯⎯→ ⎯⎯⎯⎯→  

là ( ,0, ),FGF g=  với 2: ( , ) : KerGF f g D d→  là cặp hàm liên kết với ( , )GF GF . Khi đó, 

* ( ).Fk g =   Theo Bổ đề 3.5, ( ),Fk f=   với 2: (Coker ) Ker .Ff d d→  

 Giả sử 
Fg cố định. Bây giờ, nếu ( , , ) : DisK K K D →  là một Ann-hàm tử cảm sinh 

cặp ( ,0)  thì * ( )Kk g =   và ( ).Kk f=   Xét tương ứng :[( , , )] [ ].F KK K K f f −  

 Trước hết, ta chứng tỏ tương ứng trên là một ánh xạ. Thật vậy, nếu 

( ', ', ') : DisK K K D →  cũng là một Ann-hàm tử và : 'K K →  là một đồng luân thì 

( ', ')GK GK  có cùng kiểu ( ,0)  và 
' ,K Kg g t= +  trong đó 

',K Kg g lần lượt là các cặp hàm 

liên kết với ( , ),GK GK  ( ', ')GK GK .    

Suy ra 2

'[ ] [ ] (Coker ,Ker ).F K F Kf f f f H d d− = −  Hơn nữa,   là một đơn ánh. Cuối 

cùng, ta chứng minh   là toàn ánh. Thật vậy, giả sử f là một 2-đối chu trình tùy ý. Ta có 

( ) .F Ff f f f f k − =  − =  =  Suy ra * ( ),Fk g g =  −  với ( , ) ( , ).g x y f x y =  Khi đó, 

tồn tại một Ann-hàm tử ( , , ) : DisK K K D →  cảm sinh cặp ( ,0) và ( , )GK GK  liên kết với 

hàm .Fg g−  Vậy   là toàn ánh. 

3.5. Phân lớp các mở rộng kéo dài của mở rộng vành 

 Mỗi bộ ba ( , , )E F   của bài toán kéo dài mở rộng xác định một E-hệ chính qui 

( , ', , ).B p   E-hệ này xác định một Ann-phạm trù chặt chẽ  mà  Ann-phạm trù thu gọn 

của nó là 3

0 0( , , ), ( , ).A k k H A=     Mỗi mở rộng của E-hệ chính qui ( , ', , )B p   là 

một kéo dài của mở rộng E. 

 Ký hiệu 'Ext ( ', )B A→   là tập các lớp tương đẳng các mở rộng của E-hệ chính qui  

( , ', , )B p   thì theo Định lý 3.9, ta có một song ánh 
( ,0) 'Hom [Dis , ] Ext ( ', ).BD A →   

 Lại theo Định lý 3.10 ta có song ánh 
2

( ,0) 0Hom [Dis , ] ( , ).D H A    

 Do đó, ký hiệu Ext( , , )E F   là tập các lớp tương đẳng các mở rộng kéo dài của mở 

rộng E thì ta thu được song ánh 2

0Ext( , , ) ( , ).E F H A    

4. KẾT LUẬN 
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 Bài báo đã chỉ ra rằng với mỗi dữ kiện ( , , )E F   của bài toán mở rộng vành cho trước, 

luôn tồn tại kéo dài của mở rộng E. Hơn nữa, tập các lớp tương đẳng các mở rộng kéo dài là 

tương ứng 1-1 với nhóm đối đồng điều chiều 2 của các vành. Kết quả này không chỉ là một 

hướng phát triển của bài toán mở rộng vành, mà còn làm phong phú thêm các ứng dụng của 

lý thuyết Ann-phạm trù.  
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THE PROLONGATION PROBLEM OF RING EXTENSIONS 

Pham Thi Cuc 

ABSTRACT 

In this paper, we first state the prolongation problem of ring extensions and show that 

its data (the triple ( , , )E F  ) determines a regular E-system. Each extension of this regular 

E-system is a prolongation of the extension E. Next, we prove the result on the classification 
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of extensions of regular E-systems. Then, we obtain the result on the prolongation problem 

of a ring extension. 

Keywords: Ann-categories, regular E-systems, prolongation of a ring extension. 
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