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Trịnh Thị Huyền3, Bùi Cao Nam3, Trần Thị Hoàng4 

TÓM TẮT 

Trong bài báo này, chúng tôi sử dụng phương pháp bán thực nghiệm để nghiên cứu một 

số tính chất nhiệt động của kim loại cadmium (Cd) bao gồm tần số và nhiệt độ Debye, DWF. 

Mô hình Debye phi điều hòa và định luật nóng chảy Lindemann được chúng tôi kết hợp để 

nghiên cứu nhiệt độ nóng chảy của kim loại Cd. Các tính toán số đã được thực hiện cho kim 

loại Cd lên đến 50 GPa. Kết quả tính toán cho thấy, DWF của Cd tăng nhanh theo nhiệt độ 

nhưng lại giảm khi áp suất tăng. Trong khi đó, giá trị tần số Debye, nhiệt độ Debye và nhiệt độ 

nóng chảy của Cd tăng đáng kể theo áp suất và có xu hướng ổn định hơn ở áp suất cao. Kết 

quả tính toán chúng tôi thu được có sự phù hợp tốt với một số kết quả lý thuyết và thực nghiệm 

trước đây. Nghiên cứu này không chỉ cung cấp thêm cơ sở dữ liệu về các tính chất nhiệt động 

của Cd mà còn mang lại nhiều ứng dụng thực tiễn trong các lĩnh vực khoa học và công nghiệp.  

Từ khóa: Cadmium, mô hình Debye phi điều hòa, tần số và nhiệt độ Debye, hệ số 

Debye-Waller, nóng chảy, áp suất cao, định luật nóng chảy Lindemann. 

DOI: https://doi.org/10.70117/hdujs.79.09.2025.771 

1. ĐẶT VẤN ĐỀ 

Cadmium là một nguyên tố hóa học mềm, dễ uốn và ổn định (không dễ dàng hoặc tự 

phát phản ứng với các nguyên tố khác), được tìm thấy trong vỏ Trái Đất với hàm lượng nhỏ. 

Ở điều kiện môi trường, Cd có cấu trúc lục giác xếp chặt (HCP) [1], được sử dụng trong các 

loại pin (đặc biệt là pin Ni-Cd), lớp sơn phủ, mạ kim loại, làm chất ổn định cho plastic, có thể 

dùng làm lưới kiểm soát trong các lò phản ứng hạt nhân. Các hợp chất chứa Cd được sử dụng 

trong một số vật liệu bán dẫn như cadmium sulfide, cadmium selenide, trong nhựa PVC làm 

chất ổn định, trong thiết bị phát hiện neutrino đầu tiên. Bên cạnh đó, Cd là một kim loại nặng 

độc hại, và việc hiểu rõ tính chất nhiệt động học của nó giúp xác định các điều kiện an toàn 

khi xử lý và lưu trữ, giảm nguy cơ tiếp xúc với Cd và các vấn đề sức khỏe liên quan, phát triển 

các phương pháp xử lý chất thải hiệu quả và an toàn. Do đó, các tính chất nhiệt động của kim 

loại này được quan tâm đáng kể trong nhiều thập kỷ, không chỉ từ quan điểm cơ bản mà còn 

cho các ứng dụng công nghệ [2-9]. Mặc dù đã có nhiều công trình nghiên cứu tính chất nhiệt 

động của kim loại Cd được thực hiện, nhưng các nghiên cứu chủ yếu là trong khoảng áp suất 

thấp [2][6]. Ở vùng nhiệt độ và áp suất cao, các kết quả tính toán còn chưa phù hợp tốt với 

thực nghiệm, giữa các kết quả của các nghiên cứu khác nhau vẫn chưa thống nhất [9]. Các 

công trình nghiên cứu về hệ số Debye - Waller của Cd ở áp suất cao còn rất hạn chế. 
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Trong nghiên cứu này, sự phụ thuộc áp suất của tần số Debye, nhiệt độ Debye, DWF 

và nhiệt độ nóng chảy của kim loại Cd cấu trúc HCP được phân tích dựa trên việc phát triển 

mô hình Debye phi điều hòa (Anharmonic correlated Debye model - ACDM) kết hợp với 

một số dữ liệu và định luật thực nghiệm. Kết quả của nghiên cứu không chỉ có giá trị về mặt 

lý thuyết, mà còn cung cấp thêm cơ sở dữ liệu về các tính chất nhiệt động của vật liệu này, 

từ đó có thể mở rộng nghiên cứu cho một số kim loại và hợp kim khác, cũng như mang lại 

nhiều ứng dụng thực tiễn trong các lĩnh vực khoa học và công nghiệp. 

2. NỘI DUNG VÀ PHƯƠNG PHÁP NGHIÊN CỨU 

2.1. Hệ số Debye - Waller. Tần số và nhiệt độ Debye  

Khi chiếu chùm tia X vào tinh thể, ta thu được cấu trúc tinh tế phổ hấp thụ tia X mở 

rộng (Extended X-ray Absorption Fine Structure - EXAFS) là kết quả giao thoa của sóng 

quang điện tử đến và sóng quang điện tử tán xạ [10]. EXAFS  là một trong những phương 

pháp nghiên cứu tính chất nhiệt động của tinh thể một cách hiệu quả. Tuy nhiên, do sự dao 

động nhiệt của các nguyên tử trong mạng tinh thể mà phổ EXAFS thu được cũng sẽ bị ảnh 

hưởng. Để giải quyết vấn đề này, người ta đã đề xuất phương pháp khai triển gần đúng các 

mômen của sự dịch chuyển nguyên tử được gọi là các cumulant EXAFS [10].  
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trong đó, 0r  là khoảng cách giữa hai nguyên tử ở vị trí cân bằng,  
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  mô tả phương sai của phân bố khoảng cách, tương ứng với độ 

dịch chuyển tương đối bình phương trung bình song song đặc trưng cho DWF hay hệ số tắt 

dần của phổ EXAFS nên cũng được gọi là DWF. Trong ACDM, DWF được xác định bởi [11] 
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số dao động phonon ( )q , hằng số lực hiệu dụng effk  và ( )z q  có dạng:  
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với q  là số sóng, 
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 , M  là tổng khối lượng của hệ, ha  là hằng số mạng. 

Mối liên hệ giữa hằng số mạng ha  và thể tích V của tinh thể được cho bởi: 
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trong đó 0ha  là giá trị hằng số mạng của kim loại ở áp suất P = 0. V0  là thể tích của 

tinh thể ở điều kiện môi trường, 
0

V

V
 =  là hệ số nén thể tích tinh thể. 

Tần số dao động phonon   thay đổi phụ thuộc vào thể tích có nguyên nhân từ hiệu 

ứng phi điều hoà mạng tinh thể. Mối liên hệ này được biểu thị bởi hệ số Grüneisen G  

như sau [12]. 

ln
.
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= −


 

(4) 

Nhiều đề xuất đã được đưa ra để mô tả ảnh hưởng của áp suất lên hệ số Grüneisen 

[13] [14]. Ở đây, chúng tôi sẽ áp dụng đề xuất của Burakovsky và cộng sự về hệ số 

Grüneisen [15]. 
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trong đó 1 2, , 1s    là các thành phần phụ thuộc vào vật liệu nghiên cứu. Thực hiện 

một số biến đổi toán học dựa trên các biểu thức (4) và (5) chúng tôi suy ra: 
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trong đó:           

0

0

0 02 , ,
eff D

D D

B

k

M k


 = =  

(8) 

tương ứng là tần số và nhiệt độ Debye ở áp suất không. Sử dụng kết quả này, chúng 

tôi thu được biểu thức của hằng số lực hiệu dụng effk  phụ thuộc vào thể tích dưới dạng: 
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với 
0

effk  là hằng số lực hiệu dụng tại áp suất không. 

Các tương tác lân cận gần nhất giữa các nguyên tử hấp thụ (A) hay tán xạ ngược (B) và 

các lân cận gần nhất của chúng được mô tả bởi một thế hiệu dụng phi điều hòa 
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= =  . Trong ACDM, thế tương tác này có dạng [16]. 
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trong đó ( )x  mô tả thế năng tương tác giữa các nguyên tử A và B; số hạng 
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  mô tả tương tác giữa các nguyên tử lân cận gần nhất với nguyên tử A và 

B; i = A (đối với nguyên tử A) và i = B (đối với nguyên tử B); j lấy trên tất cả các nguyên tử 
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lân cận gần nhất ( ),j A B ; ˆ
ABR  là véctơ đơn vị hướng từ nguyên tử A đến B; ijR̂  là véctơ 

đơn vị hướng từ nguyên tử thứ i đến nguyên tử thứ j; MA và MB tương ứng là khối lượng của 

các nguyên tử A và B; A B

A B

M M

M M
 =

+
 là khối lượng rút gọn của hệ nguyên tử A và B; keff  là 

hằng số lực liên kết hiệu dụng; k3 và k4 là hằng số lực phi điều hoà bậc ba và bậc bốn gây ra 

từ sự bất đối xứng của hàm phân bố do đóng góp của hiệu ứng phi điều hòa ở nhiệt độ cao. 

Thế hiệu dụng phi điều hòa cho tinh thể kim loại cấu trúc HCP được xác định bằng mô 

hình ACDM. Ở áp suất P = 0, biểu thức thế năng hiệu dụng  ở (10) được xác định là:  
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ở đây, giả sử thế tương tác giữa các nguyên tử A (và B) với các nguyên tử lân cận có 

thể được mô tả bởi thế tương tác cặp Morse và trong gần đúng khai triển bậc 4 của độ dời 

0 ,x r r= −  thế tương tác này có dạng:  
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(12) 

trong đó, D là năng lượng phân ly,  mô tả độ rộng của thế năng.  

Thay (12) vào (11) chúng tôi thu được  

( ) 2 2 3 3 4 45 55 3535
19 .

2 72 5184
effV x D x x x  
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(13) 

So sánh (13) với (10), xác định được hằng số lực đàn hồi 25effk D= . Từ đó, suy ra 

tần số Debye D  và nhiệt độ Debye D  của tinh thể HCP theo (8). 

2.2. Nhiệt độ nóng chảy 

Phần này trình bày cách tiếp cận bài toán nóng chảy của vật liệu ở áp suất cao dựa trên 

sự kết hợp mô hình Debye phi điều hòa với điều kiện nóng chảy Lindemann, được xây dựng 

như sau [17]: Quá trình nóng chảy của vật liệu sẽ bắt đầu diễn ra khi tỉ số giữa căn bậc hai 

của độ dịch chuyển bình phương trung bình 2u  và khoảng cách lân cận gần nhất giữa các 

nguyên tử ( ),a P T tiến đến một giá trị tới hạn (hay giá trị ngưỡng) [18]. Wang và cộng sự 

[19] cũng đã chứng minh rằng điều kiện này tương đương với công thức sau: 
2/3 2. .m DT const V =  (14) 

Thực hiện các phép biến đổi toán học trên các biểu thức (5) và (17) thu được:  
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(15) 

trong đó 0T  là nhiệt độ nóng chảy của vật liệu ở điều kiện môi trường. 

( )effV x
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Các biểu thức thu được ở trên của các đại lượng nhiệt động là các biểu thức phụ thuộc 

vào thể tích. Để xác định được ảnh hưởng của áp suất đến các đại lượng này, chúng tôi sử 

dụng phương trình Vinet có dạng sau [20]  

( ) ( )( )2/3 1/3 ' 1/3

0 0

3
3 1 exp 1 1 ,

2
P K K  −  
= − − − 

 
 

(16) 

với, 
'

0 0,K K   là các môđun nén khối đẳng nhiệt và đạo hàm bậc nhất theo áp suất của nó. 

3. KẾT QUẢ NGHIÊN CỨU VÀ THẢO LUẬN 

Để thảo luận về hiệu quả của mô hình lý thuyết hiện tại trong việc tính toán và phân 

tích dao động EXAFS phụ thuộc áp suất của kim loại Cd, chúng tôi sử dụng các biểu thức 

thu được từ Phần 2, trong đó, các tham số thế Morse được lấy từ công trình thực nghiệm 

[21] ( )11,90 Å53 −= , ( )0 0,1653 eVD = , ( )8 Å2,9a = . Các tham số 1 1,18 = , 

2 0,97 = , 4,7s =  và 0 594,2T =  [15]. Môđun khối đẳng nhiệt 0 42K =  và đạo hàm bậc 

nhất theo áp suất của nó 
'

0 6,5K =  [22]. Trong nghiên cứu này, sự phụ thuộc áp suất của các 

đại lượng nhiệt động được tính toán ở áp suất lên đến 50 GPa. Lựa chọn này được thúc đẩy 

bởi thực tế rằng các thí nghiệm nhiễu xạ bột tia X áp suất cao trên Cd cho thấy kim loại Cd 

ổn định ở cấu trúc HCP trong khoảng áp suất này. 

Áp dụng  mô hình lý thuyết đưa ra ở Phần 2, chúng tôi tính toán được hằng số lực hiệu 

dụng, tần số Debye và nhiệt độ Debye ở áp suất không và nhiệt độ môi trường của Cd tương 

ứng được chỉ ra ở Bảng 1. 

Bảng 1. Hằng số lực hiệu dụng ,effk  tần số Debye D  và nhiệt độ Debye ,effk  D  và nhiệt 

độ Debye thực nghiệm 
exp

D  của các kim loại Cd 

Kim loại effk (eV/Å2) ( )1310 HzD   
D (K) exp

D (K) 

Cd 3.0454 3.2357 247,2271 
244.447 [4], [21]; 204 3 [23] 

219,5 2,7   [24]; 213 1  [25] 

Hình 1 biểu diễn sự phụ thuộc nhiệt độ của DWF của kim loại Cd. Kết quả tính toán 

trên hình 1 cho thấy, DWF của kim loại Cd tăng nhanh theo nhiệt độ. Cụ thể, khi tăng nhiệt 

độ từ 0K  đến 700K , DWF tăng từ khoảng ( )20,00223 Å  đến ( )2 .0.01993 Å  Sự gia 

tăng này có thể được giải thích dựa trên bản chất của dao động mạng tinh thể. Khi nhiệt độ 

tăng, năng lượng dao động của các nguyên tử trong mạng tinh thể cũng tăng, làm giảm sự 

ổn định của chúng tại vị trí cân bằng, độ dịch chuyển trung bình so với vị trí cân bằng tăng. 

Điều này dẫn đến sự gia tăng hệ số Debye-Waller. Hình 1 cũng cho thấy, ở khoảng nhiệt độ 

thấp (khoảng dưới 200K ), DWF tăng chậm, trong khoảng nhiệt độ cao hơn, DWF tăng gần 

như tuyến tính theo sự tăng của áp suất. Điều này chứng tỏ ở vùng nhiệt độ cao, ảnh hưởng 

của yếu tố phi điều hòa đến dao động mạng tinh thể là đáng kể. 
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Hình 1. Hệ số Debye - Waller của kim 

loại Cd dưới ảnh hưởng của nhiệt độ 

Hình 2. Hệ số Debye - Waller của kim loại  

Cd dưới ảnh hưởng của của áp suất 

Hình 2 biểu diễn sự phụ thuộc áp suất của DWF của kim loại Cd ở nhiệt độ phòng đến 

50 GPa . Kết quả tính toán cho thấy DWF của kim loại Cd giảm khi áp suất tăng. Ở áp suất 

0 GPa  giá trị của DWF của Cd vào khoảng ( )20.008735 Å . Sự giảm của DWF này tương 

ứng là sự giảm đáng kể của biên độ EXAFS. Hiện tượng quan sát được có thể được giải thích 

bằng các dao động giới hạn của các nguyên tử dưới áp suất tăng, dẫn đến sự giảm độ dịch 

chuyển tương đối bình phương trung bình hoặc DWF giữa hai nguyên tử trung gian. Mặc dù 

sự thay đổi không quá lớn về mặt giá trị tuyệt đối nhưng xu hướng giảm rõ ràng cho thấy 

ảnh hưởng của áp suất lên dao động nguyên tử là đáng kể. 

Hình 3 và Hình 4 biểu diễn sự phụ thuộc áp suất của tần số và nhiệt độ Debye của kim 

loại Cd đến 50 GPa. Kết quả tính toán trên Hình 3 và Hình 4 cho thấy tần số và nhiệt độ 

Debye của kim loại Cd tăng theo áp suất. Trong khoảng áp suất dưới 10 GPa , đồ thị cho 

thấy tần số và nhiệt độ Debye tăng nhanh, gần như tuyến tính theo áp suất. Tuy nhiên, ở 

khoảng áp suất lớn hơn 10 GPa  thì độ dốc của đồ thị giảm dần. Thực tế này có thể được giải 

thích rằng khi áp suất tăng, các nguyên tử trong mạng tinh thể bị nén, làm giảm khoảng cách 

liên nguyên tử. Khi đó, lực hồi phục (liên kết giữa các nguyên tử) tăng lên, dẫn đến tần số 

dao động của các nguyên tử tăng, kéo theo sự tăng lên của nhiệt độ Debye. 

  

Hình 3. Tần số Debye của kim loại Cd  

dưới ảnh hưởng của áp suất 

Hình 4. Nhiệt độ Debye của kim loại  

Cd dưới ảnh hưởng của áp suất 
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Hình 5. Nhiệt độ nóng chảy của kim loại Cd dưới ảnh hưởng của áp suất 

Hình 5 là đồ thị nhiệt độ nóng chảy của kim loại Cd dưới ảnh hưởng của áp suất đến 

70 GPa  (đường liền nét). Một số dữ liệu thực nghiệm và lý thuyết trước đây cũng đã được 

đưa vào để so sánh. Đồ thị cho thấy, nhiệt độ nóng chảy của Cd tăng khi áp suất tăng. Điều 

này phù hợp với thực tế rằng khi áp suất tăng, lực liên kết giữa các nguyên tử tăng, khiến 

vật liệu khó nóng chảy hơn. Ở vùng áp suất thấp ( )0 10 ,GPa−  nhiệt độ nóng chảy tăng 

gần như là tuyến tính theo áp suất, với tốc độ tăng của nhiệt độ nóng chảy vào khoảng 

/ 40 /mdT dP K GPa= . Ở vùng áp suất cao hơn ( )60 70 ,GPa−  tốc độ gia tăng nhiệt độ 

nóng chảy bắt đầu giảm / 30 /mdT dP K GPa= . Đường cong nhiệt độ nóng chảy phù hợp 

tốt với các điểm thực nghiệm của các công trình được đưa ra so sánh và nghiên cứu lý thuyết 

của Arafin [26] và gần với các điểm thực nghiệm hơn so với nghiên cứu của Cannon [2] ở 

khoảng áp suất nhỏ hơn 18 GPa . Ở áp suất lớn hơn, kết quả trên Hình 5 cho thấy đường 

cong nóng chảy theo lý thuyết thấp hơn và có xu hướng gần với thực nghiệm hơn so với các 

nghiên cứu lý thuyết trước đó của Arafin và Cannon [2][26]. 

Sự chênh lệch giữa các kết quả của chúng tôi so với các giá trị thực nghiệm được đưa 

ra để so sánh nằm trong khoảng 0,7% đến 8,33%. Nguyên nhân dẫn đến sự khác biệt trên có 

thể do một số yếu tố như hạn chế của điều kiện nóng chảy Lindemann, hoặc có thể ở vùng 

áp suất cao hơn, tính toán của chúng tôi bị hạn chế bởi giới hạn gần đúng. Tuy nhiên, với độ 

chênh lệch so với thực nghiệm thấp hơn so với một số nghiên cứu lý thuyết khác, chúng tôi 

tin rằng nghiên cứu này đóng góp đáng kể vào cơ sở dữ liệu về nhiệt độ nóng chảy của kim 

loại Cd trong điều kiện áp suất cao.  

3. KẾT LUẬN 

Trong bài báo này, ảnh hưởng của áp suất lên các đại lượng nhiệt động như tần số 

Debye, nhiệt độ Debye, DWF và nhiệt độ nóng chảy của kim loại Cd đã được chúng tôi 

nghiên cứu dựa trên ACDM kết hợp định luật nóng chảy Lindemann. Các kết quả tính toán 
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cho thấy DWF của Cd tăng nhanh theo nhiệt độ nhưng lại giảm khi áp suất tăng. Điều này 

chỉ ra rằng dao động nhiệt của nguyên tử trong mạng tinh thể Cd bị hạn chế ở áp suất cao, 

tức là sự gia tăng độ cứng của mạng tinh thể khi chịu nén. Giá trị tần số Debye, nhiệt độ 

Debye và nhiệt độ nóng chảy của Cd tăng đáng kể theo áp suất và có xu hướng ổn định hơn 

ở áp suất cao. Các kết quả của chúng tôi được xác định từ ACDM phù hợp khá tốt với giá 

trị thực nghiệm thu thập được cho thấy rằng lý thuyết mà chúng tôi xây dựng không chỉ góp 

phần làm rõ các đặc tính vật lí của kim loại Cd mà còn có thể mở rộng nghiên cứu cho một 

số kim loại và hợp kim khác góp phần mang lại nhiều ứng dụng thực tiễn trong các lĩnh vực 

khoa học và công nghệ vật liệu. 
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EFFECT OF PRESSURE ON DEBYE - WALLER FACTOR, DEBYE 

FREQUENCY, DEBYE TEMPERATURE AND MELTING 

TEMPERATURE OF HCP STRUCTURE CADMIUM METAL 

Nguyen Thi Hong, Nguyen Hoang Dat, Le Ho Hai Yen, Trinh Ba Hung, Trinh Thi Huyen,  

Bui Cao Nam, Tran Thi Hoang 

ABSTRACT 

Cadmium (Cd) has a great potential for application in the technology of 

manufacturing super-strong or heat-resistant alloys. The study of the thermodynamic 

properties of this metal is necessary not only in the scientific field but also in many 

industries. However, the study of some thermodynamic quantities of Cd such as Debye 

frequency and temperature, Debye - Waller factor (DWF) at high pressure is still limited. In 

this paper, we use a semi-empirical method to study some thermodynamic properties of Cd 
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metal including Debye frequency and temperature, DWF. The anharmonic Debye model and 

the Lindemann’s melting law are combined to study the melting temperature of Cd metal. 

Numerical calculations have been performed for Cd metal up to 50 GPa. The calculated 

results show that the DWF of Cd increases rapidly with temperature but decreases with 

increasing pressure. Meanwhile, the Debye frequency, Debye temperature and melting 

temperature of Cd increase significantly with pressure and tend to be more stable at high 

pressure.This study not only provides additional data on the thermodynamic properties of 

Cd but also brings about many practical applications in scientific and industrial fields. 

Keywords: Cadmium, anharmonic Debye model, Debye frequency and temperature, 

Debye-Waller factor, melting, high pressure, Lindemann’s melting law. 
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