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GIẢ ĐƠN ĐIỆU MẠNH TRÊN ĐA TẠP HADAMARD 
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TÓM TẮT 

Trong bài báo này chúng tôi nghiên cứu sự hội tụ của phương pháp chiếu giải bài 

toán cân bằng giả đơn điệu mạnh trên đa tạp Hadamard. Với các giả thiết phù hợp, chúng 

tôi chứng minh rằng, các dãy sinh bởi phương pháp chiếu hội tụ tới nghiệm duy nhất của 

bài toán cân bằng giả đơn điệu mạnh trên đa tạp Hadamard. 

Từ khóa: Bài toán cân bằng, đa tạp Hadamard, song hàm giả đơn điệu mạnh, 

phương pháp chiếu. 
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1. GIỚI THIỆU 

Bài toán cân bằng (EP), được giới thiệu bởi Blum và Oettli ([1]), là một mô hình 

toán học tổng quát, bao gồm các bài toán tối ưu, bài toán bất đẳng thức biến phân, bài toán 

điểm yên ngựa, bài toán điểm bất động, và bài toán cân bằng Nash trong trò chơi phi hợp 

tác và một số bài toán khác (xem trong [2], [1], [3] và các tài liệu tham khảo được trích dẫn 

trong các tài liệu đó). Do có nhiều ứng dụng trong các lĩnh vực như kinh tế, giao thông, xử 

lý ảnh, ... bài toán cân bằng đã thu hút được sự quan tâm nghiên cứu của nhiều nhà toán 

học. Hai vấn đề quan trọng trong bài toán cân bằng là sự tồn tại của nghiệm và các phương 

pháp lặp để tìm ra nghiệm. Có nhiều nghiên cứu về sự tồn tại nghiệm và các phương pháp 

giải cho bài toán cân bằng (xem, [4], [5], [1], [6], [7], [8], [9], [10], [11], [12], [13] và các 

tài liệu tham khảo liên quan). 

Trong những năm gần đây, nhiều khái niệm và kết quả từ giải tích phi tuyến và lý 

thuyết tối ưu đã được mở rộng từ không gian Euclide sang đa tạp Riemann (chẳng hạn như 

các bài báo [14], [15], [16]). Những mở rộng này đã mang lại nhiều lợi ích quan trọng. Ví 

dụ, với việc chọn một Riemann metric phù hợp, các bài toán có ràng buộc có thể được 

chuyển thành các bài toán không ràng buộc, các bài toán tối ưu không lồi có thể được biến 

thành các bài toán lồi trên đa tạp Riemann và các song hàm không đơn điệu có thể được 

chuyển thành song hàm đơn điệu. Colao và cộng sự ([17]) là những người đầu tiên nhiên 

cứu bài toán cân bằng trên đa tạp.Trong bài báo này, các tác giả đã chứng minh sự tồn tại 

của nghiệm cho các bài toán cân bằng trên đa tạp Hadamard. Các tác giả cũng đã chứng 

minh sự hội tụ của phép lặp Picard cho các ánh xạ không giãn trong đa tạp Hadamard và 

sử dụng điều này để đề xuất một thuật toán xấp xỉ nghiệm của bài toán cân bằng. Các kết 

quả trong [17] đã được Wang và cộng sự ([18]) cải tiến và mở rộng cho các đa tạp 

Riemann tổng quát bằng một cách tiếp cận mới. Để tìm hiểu thêm về các kết quả tồn tại 

nghiệm cho các bài toán cân bằng, độc giả có thể tham khảo, (ví dụ, [19], [20], [21], [22], 

[23] và các tài liệu tham khảo liên quan). Một số phương pháp giải cho các bài toán cân 
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bằng trên đa tạp cũng đã được phát triển. Cruz Neto và cộng sự ([24]) đã trình bày thuật 

toán đạo hàm tăng cường để giải các bài toán cân bằng trên các đa tạp Hadamard trong 

trường hợp song hàm cân bằng không nhất thiết phải giả đơn điệu. Các thuật toán kiểu đạo 

hàm tăng cường cho các bài toán cân bằng (giả đơn điệu mạnh) trên đa tạp Hadamard đã 

được thảo luận trong [19], [25], [26], [27]. Những kết quả khác liên quan đến các phương 

pháp giải cho các bài toán cân bằng trên đa tạp có thể được tìm thấy trong [28], [29], [20] 

và các tài liệu tham khảo liên quan. Lưu ý rằng các bài toán cân bằng giả đơn điệu mạnh 

trong không gian tuyến tính đã được nghiên cứu trong nhiều công trình và vẫn thu hút sự 

chú ý của nhiều nhà nghiên cứu (xem, ví dụ, [4], [5], [9], [6], [7], [8], [12], [13] và các tài 

liệu tham khảo liên quan). Tuy nhiên, có rất ít bài báo nghiên cứu về các bài toán cân bằng 

giả đơn điệu mạnh trên đa tạp. Do đó, tiếp tục mở rộng các kết quả đã có cho bài toán cân 

bằng, đặc biệt là bài toán cân bằng giả đơn điệu mạnh, từ các không gian tuyến tính sang 

đa tạp là việc làm cần thiết và có ý nghĩa. Lưu ý rằng, nhiều kết quả và kĩ thuật quan trọng 

trong các không gian tuyến tính không còn đúng khi làm việc trên các đa tạp. Chẳng hạn, 

tính chất , , ,v x y v x z v z y  đúng với mọi , , nx y z và thường được sử 

dụng khi nghiên cứu các thuật toán giải bài toán cân bằng trong không gian Euclide nhưng 

đẳng thức tương tự không đúng trong đa tạp. Vì vậy, ta cần những kĩ thuật mới khi làm 

việc với bài toán cân bằng trên đa tạp. 

Mục tiêu của bài báo này là nghiên cứu sự hội tụ của phương pháp chiếu giải bài 

toán cân bằng giả đơn điệu mạnh trên đa tạp Hadamard dưới các điều kiện khác nhau của 

bước đi. Các kết quả này mở rộng các kết quả tương ứng trong [6] từ không gian tuyến 

tính sang đa tạp Hadamard. Bài báo này đóng góp thêm nghiên cứu về các bài toán cân 

bằng giả đơn điệu mạnh trên đa tạp Hadamard. 

2. CÁC KHÁI NIỆM CƠ BẢN 

Trong phần này chúng tôi giới thiệu một số khái niệm cơ bản về hình học Riemann. 

Nội dung của phần này được tham khảo từ các tài liệu [30], [31], [32]. 

Cho  là đa tạp trơn, liên thông, hữu hạn chiều. Ký hiệu 
x

 là không gian tiếp 

xúc của  tại x  và 
x

x M

 là bó tiếp xúc của . Nếu  được trang bị 

một mêtric Riemann, khi đó  là đa tạp Riemann. Tích vô hướng trên   
x

 được ký 

hiệu là   ,
x

  với chuẩn tương ứng là || ||
x

. Trong trường hợp không có sự nhầm lẫn, ta 

sẽ bỏ chỉ sốx .  

Độ dài của đường cong trơn từng khúc   : [ , ]a b  nối hai điểm x  với  y  trong 

 (tức là, ( )x a  và ( )y b ), được xác định bởi ( ) : | | ( ) || ,
b

a
L t dt trong đó  

( )
( )

t
t T  là véc tơ tiếp xúc tại  ( )t  của .  

Khoảng cách từ một điểm p  tới một tập con S  được định nghĩa bởi

( , ) : inf{ ( , ) : }.d p S d p q q S  

Một ánh xạ  :V T  được gọi là một trường véc tơ nếu  ( )
x

V x  với 

mọi x .  
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Khoảng cách Riemann ( , )d x y  giữa hai điểm x  và y  là độ dài nhỏ nhất của tất cả 

các đường cong nối chúng. Khoảng cách này tạo ra tôpô mêtric trên đa tạp . Với 

p  và 0r , ta định nghĩa hình cầu metric mở ( , )B p r  và hình cầu metric đóng 

( , )B p r  tại p  với bán kính r   lần lượt là:

( , ) { : ( , ) } and ( , ) { : ( , ) },B p r q d p q r B p r q d p q r  

Ký hiệu int  là phần trong của tập  với tôpô sinh ra bởi khoảng cách .d  
Khoảng cách từ một điểm p  đến một tập con  của  được định nghĩa là: 

( , ) : inf{ ( , ) : }.d p d p q q  

Giả sử  là liên thông Levi-Civita liên kết với metric Riemann. Một trường véc tơ 

V  được gọi là song song dọc theo một đường cong trơn  nếu 
( )t
V 0 , ở đây 0  véc 

tơ tiếp tuyến không.  Nếu trường véc tơ  là song song dọc , tức là, 
( )

( )
t
t 0 , thì 

ta nói rằng đường cong  là một đường trắc địa.  Một đường trắc địa  nối hai điểm x  

với y  được gọi là trắc địa tối thiểu nếu độ dài của nó bằng ( , )d x y  và trong trường hợp 

này, đường trắc địa   được gọi là đường trắc địa cực tiểu.   

 Một đa tạp Hadamard là một đa tạp Riemann đầy đủ, liên thông đơn, với độ cong 

mặt cắt không dương.  

Từ giờ trở đi, chúng tôi sẽ giả sử rằng  là một đa tạp Hadamard m -chiều. 

Ánh xạ  mũ  exp :
x x

 tại điểm   x  xác định bởi  exp : (1, )
x v
v x  

với mỗi  
x

v , trong đó  () : (, )
v
x  là đường trắc địa xuất phát từ   x  với vận tốc  

v , tức là, (0) x  và (0) v . Chú ý rằng, với mỗi x , ánh xạ mũ  

exp :
x x

 là một vi phôi, do đó ánh xạ ngược 1exp :
x x

 tồn tại. Hơn 

nữa, ta có   1( , ) || exp ||
x

d x y y  với ,x y  bất kỳ. 

Định nghĩa 2.1 ([32]) Một tập con  được gọi là lồi (theo nghĩa trắc địa) nếu 

với mọi cặp điểmx vày trong , đường trắc địa nốix vớiy nằm hoàn toàn trong . Cụ 

thể, nếu : [ , ]a b  là một đường trắc địa thỏa mãn ( )a x và ( )b y , thì 

( (1 ) )ta t b với mọi [0,1]t . 

Định nghĩa 2.2 ([32]) Giả sử là một tập lồi khác rỗng của . Một hàm 

:f  được gọi là lồi (theo nghĩa trắc địa) nếu với mọi đường trắc địa : [ , ]a b  

hàm hợp : [ , ]f a b  là hàm lồi. 

Giả sử là một tập lồi, khác rỗng của  và :f  là hàm lồi. Dưới vi phân 

của f  tại một điểm x  được định nghĩa bởi 

1( ) : { : ( ) ( ) , exp , }.
x x

f x v f y f x v y y  

Nón pháp tuyến của  tại một điểm x  được định nghĩa bởi 
1( ) { : , exp 0
x

N x v v y với mọi }.y  

Để phục vụ cho các chứng minh, chúng ta cần đến kết quả sau. 
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Mệnh đề 2.3. ([33]). Giả sử :f  là một hàm nửa liên tục dưới và  là 

một tập lồi khác rỗng sao cho f  là một hàm lồi trên một tập mở chứa . Khi đó, *x  là 

một điểm cực tiểu của bài toán min{ ( ) : }f x x  khi và chỉ khi  

* *( ) ( ).f x N x0  

Giả sử  là một tập con lồi đóng, khác rỗng của  và :f  là một 

song hàm thỏa mãn ( , ) 0f x x  với mọi x . Bài toán cân bằng trên đa tạp Riemanian 

(viết tắt là EP) được phát biểu như sau: Tìm *x  sao cho  

*( , ) 0f x y  với mọi .y                        (2.1) 

Trong trường hợp này, song hàm f  được gọi là song hàm cân bằng. Ta ký hiệu *  

là tập nghiệm của bài toán cân bằng (2.1). 

Bài toán cân bằng trên đa tạp lần đầu tiên được giới thiệu trong [17], ở đây tác giả đã 

chỉ ra một số bài toán quan trọng, có mô hình của bài toán cân bằng (2.1). Đặc biệt, nếu 
1( , ) ( ),exp
x

f x y V x y  với mọi ,x y , trong đó V  là trường vec tơ trên đa tạp 

Hadamard , thì bài toán cân bằng (EP) trở thành bài toán bất đẳng thức biến phân trên 

đa tạp Hadamard, lần đầu tiên được giới thiệu bởi Németh ([34]). Về sự tồn tại của nghiệm 

cho các bài toán cân bằng trên đa tạp dưới các giả thiết khác nhau, bạn đọc có thể tham 

khảo trong [19], [20], [21], [22], [23], [18]. Một số thuật toán giải các bài toán cân bằng 

trên đa tạp có thể được tìm thấy trong [28], [19], [29], [25], [24], [26] và các tài liệu tham 

khảo liên quan. 

Tiếp theo, ta nhắc lại một số khái niệm về song hàm cân bằng. 

Định nghĩa 2.4.  Cho :f  là một song hàm và   là một tập con lồi 

đóng, khác rỗng của . Song hàm f  được gọi là giả đơn điệu mạnh trên  nếu tồn 

tại một hằng số dương  sao cho với mọi ,x y , ta có 

2( , ) 0 ( , ) ( , ).f x y f y x d x y  

Định nghĩa 2.5. Cho  :f  là một song hàm và   là một tập con khác 

rỗng của . Song hàm f  được gọi là thỏa mãn điều kiện kiểu  Lipschitz với hằng số 
1
L  

và 
2
L  trên  nếu tồn tại các hằng số 

1 2
, 0L L  sao cho với mọi , , ,x y z  ta có:  

2 2

1 2
( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , )f x y f y z f x z Ld x y Ld y z                          (2.2) 

Nhận xét 2.1.  Điều kiện kiểu  Lipschitz (2.2) được giới thiệu bởi Mastroeni ([35]). 

Trong bài báo này, chúng tôi xét các giả thiết sau đối với song hàm f :   

Giả thiết (A): 

(A1) Với mỗi x , hàm số ( , )y f x y  là hàm lồi trên . 

(A2) Với mỗi x , hàm số ( , )y f x y  là hàm nửa liên tục dưới trên . 

(A3) Với mỗi y , hàm số ( , )x f x y  là hàm nửa liên tục trên trên . 

(A4) Với mỗi x ,  hàm số ( , )y f x y  là hàm lồi trên một tập mở chứa . 

Sự tồn tại nghiệm của bài toán cân bằng giả đơn điệu mạnh được nghiên cứu trong [33].  
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Định lý 2.1 ([33]). Giả sử các điều kiện (A1)-(A3) thỏa mãn. Khi đó, nếu f là song 

hàm giả đơn điệu mạnh thì bài toán cân bằng (2.1) có nghiệm duy nhất. 

3. PHƯƠNG PHÁP CHIẾU GIẢI BÀI TOÁN CÂN BẰNG GIẢ ĐƠN ĐIỆU MẠNH 

Trong phần này chúng tôi xét sự hội tụ của phương pháp chiếu giải bài toán cân 

bằng giả đơn điệu mạnh trên đa tạp Hadamard. Các kết quả trình bày trong phần mở rộng 

các kết quả trong [6] từ không gian tuyến tính sang đa tạp. 

Xét ánh xạ :s  được định nghĩa bởi 

21
( ) argmin ( , ) ( , ) :

2
s x f x y d x y y  với mọi ,x  

trong đó  là một số thực dương. 

Ta sẽ giả sử rằng Giả thiết (A) được thỏa mãn. Với giả thiết này, hàm :f  

với 0 , được xác định bởi 

21
( ) : ( , ) ( , )

2
f y f x y d x y  

là một hàm lồi mạnh trên . Do đó, ánh xạ s  hoàn toàn xác định và là một ánh xạ 

đơn trị trên  ([32]). Lưu ý rằng với mọi 0 , x  là một nghiệm của bài toán cân bằng 

(2.1)  khi và chỉ khi ( )x s x  (xem [24, Remark 5]). 

Mệnh đề 3.1. Giả sử rằng song hàm :f  là giả đơn điệu mạnh với mô 

đun  và thỏa mãn điều kiện  kiểu Lipschitz (2.2) với các hằng số 
1 2
,L L  trên . Khi đó, 

dưới Giả thiết (A), với mọi điểm khởi  đầu 
0
x , dãy 

0
{ }
k k
x  xác định bởi  

2

1

1
: argmin ( , ) ( , ) :

2k k k
x f x y d x y y                        (3.1) 

thỏa mãn bất đẳng thức  

2 * 2 *

2 1
[1 2 ( )] ( , ) ( , )

k k
L d x x d x x                        (3.2) 

với điều kiện 
1

1
0 ,

2L
 trong đó *x  là nghiệm duy nhất của bài toán cân bằng (EP). 

Chứng minh. Vì 
1k

x  là điểm cực tiểu của bài toán 

21
min ( , ) ( , ) :

2k k
f x y d x y y  nên theo điều kiện tối ưu cho hàm lồi (Mệnh đề 2.3), 

ta có 

2

1 1

1
[ ( ,.) ( ,.)]( ) ( ).

2k k k k
f x d x x N x0  

Hay  
1

1

2 1 1
( , ) exp ( ).

kk k x k k
f x x x N x0  
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Vậy tồn tại 1( )k

k
v N x  sao cho 

1

1

1
exp ( ).

kk x k k
v x N x Suy ra  

1 1

1 1exp ,exp 0, .
k kk x k x

v x y y  

(Điều này suy trực tiếp từ định nghĩa nón pháp tuyến). Ta có 

1 1 1

1 1 1exp ,exp ,exp , .
k k kx k x k x
x y v y y                        (3.3) 

Mặt khác, vì 1( )k

k
v N x  nên  

1

1

1
, exp ( , ) ( , ), .

kk x k k k
v y f x y f x x y                        

(3.4) 

Kết hợp (3.4) với (3.3) ta có  

1 1

1 1

1
exp ,exp [ ( , ) ( , )], .

k kx k x k k k
x y f x y f x x y                        

(3.5) 

Thay *:y x  vào (3.5) ta có 

1 1

1 1 * *

1
exp ,exp [ ( , ) ( , )].

k kx k x k k k
x x f x x f x x                        (3.6) 

Vì *x  là nghiệm duy nhất của bài toán cân bằng (EP), ta có *

1
( , ) 0.

k
f x x  Từ tính 

chất giả đơn điệu mạnh của f  ta có 

* 2 *

1 1
( , ) ( , ).
k k

f x x d x x                        (3.7) 

Áp dụng điều kiện liên tục kiểu Lipschitz (2.5) với :
k

x x , 
1

:
k

y y  và 
*: ,z x  ta 

thu được * * 2 2 *

1 1 1 1 2 1
( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ).
k k k k k k k

f x x f x x f x x Ld x x L d x x  

Suy ra  

* * 2 2 *

1 1 1 1 2 1
( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ).
k k k k k k k

f x x f x x f x x Ld x x L d x x

 

                      

(3.8) 

Kết hợp (3.8) với (3.7) ta có  
* 2 * 2 2 *

1 1 1 1 2 1
( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ).
k k k k k k k

f x x f x x d x x Ld x x L d x x  

Suy ra 

* 2 * 2

1 2 1 1 1
( , ) ( , ) ( ) ( , ) ( , ).
k k k k k k

f x x f x x L d x x Ld x x                        (3.9) 

Kết hợp (3.9) với (3.6) ta có 

1 1

1 1 * 2 * 2

2 1 1 1
exp ,exp ( ) ( , ) ( , ).

k kx k x k k k
x x L d x x Ld x x

 

                    

(3.10) 

Mặt khác, áp dụng bất đẳng thức so sánh của tam giác trắc địa (2.3), ta có 

1 1

1 1 * 2 2 * 2 *

1 1

1
exp , exp [ ( , ) ( , ) ( , )].

2k kx k x k k k k
x x d x x d x x d x x

 

                    

(3.11) 

Kết hợp (3.11) với (3.10)  ta có 

2 2 * 2 * 2 * 2

1 1 2 1 1 1

1
[ ( , ) ( , ) ( , )] ( ) ( , ) ( , ).

2 k k k k k k k
d x x d x x d x x L d x x Ld x x  
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Suy ra 2 * 2 * 2

2 1 1 1
[1 2 ( )] ( , ) ( , ) (2 1) ( , ).

k k k k
L d x x d x x L d x x  

Từ điều kiện 
1

1
0

2L
 ta có 

1
2 1 0.L  Vậy:   

2 * 2 *

2 1
[1 2 ( )] ( , ) ( , ).

k k
L d x x d x x  

Mệnh đề được chứng minh. 

Dựa vào Mệnh đề 3.1 ta có thể phát triển thuật toán hội tụ tuyến tính cho bài toán 

cân bằng giả đơn điệu mạnh thỏa mãn điều kiện kiểu Lipschitz  (2.5). Nhắc lại rằng một 

dãy { }kz  hội tụ tuyến tính  đến *z  nếu tồn tại một số (0,1)t  và chỉ số 
0
k  thỏa mãn 

1 * *( , ) ( , )k kd z z td z z  với mọi 
0

k k . Một điểm x  là nghiệm của bài toán cân 

bằng nếu *( , )
k

d x x , trong đó *x  là một nghiệm chính xác của bài toán cân bằng. 

Thuật toán 3.1.  Khởi tạo: Chọn sai số 0  và 
1

1
0

2L
. 

Bắt đầu với điểm khởi tạo  
0
x  và 0k . 

Bước 1: Giải bài toán tối ưu lồi mạnh 

21
min ( , ) ( , ) : .

2k k
f x y d x y y                      (3.12) 

để tìm nghiệm duy nhất 
1k

x . 

Bước 2: Kiểm tra điều kiện: 
1

( , )
1 k k

d x x  với 

2

1
:

1 2 ( )L
. Nếu 

điều kiện thỏa mãn thì dừng lại và 
1k

x  là một nghiệm của bài toán cân bằng (EP). 

Ngược lại, ta thay 1k k  và quay lại Bước 1. 

Kết quả về sự hội tụ được trình bày sau đây là một hệ quả trực tiếp của Mệnh đề 3.1.  

Định lý 3.1. Giả sử rằng 
2
L  và 

1

1
0

2L
. Khi đó dãy { }

k
x  sinh ra bởi 

Thuật toán 3.1 hội tụ tuyến tính tới nghiệm duy nhất *x   của bài toán cân bằng (EP) và 

thỏa mãn: 

1
*

1 1 0
( , ) ( , ), 0

1

k

k
d x x d x x k                 (3.13) 

trong đó 

2

1
: (0,1).

1 2 ( )L
 

Chứng minh. Do 
2
L  và 0  nên 

2
1 2 ( ) 1.L  Suy ra  

2

1
(0,1).

1 2 ( )L
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Từ kết quả của Mệnh đề 3.1, ta có: 

2 * 2 *

2 1

2 * 2 *

1

2

* *

1

2
* *

1

[1 2 ( )] ( , ) ( , ), 0

1
( , ) ( , ), 0

1 2 ( )
1

( , ) ( , ), 0
1 2 ( )

( , ) ( , ), 0

k k

k k

k k

k k

L d x x d x x k

d x x d x x k
L

d x x d x x k
L

d x x d x x k

 

Vậy { }
k
x sinh ra bởi Thuật toán 3.1 hội tụ tuyến tính tới nghiệm duy nhất *x  của bài 

toán cân bằng (EP).  

Tiếp theo, ta có: * * 1 *

1 0
( , ) ( , ) ... ( , ).k

k k
d x x d x x d x x  

Mặt khác: * * *

1 1 1
( , ) ( , ( , ) ( , ) ( , ), 0.
k k k k k k k

d x x d x x d x x d x x d x x k  

Suy ra *

1

1
( , ) ( , ), 0.

1k k k
d x x d x x k  

Ta có:  *

0 0 1

1
( , ) ( , ).

1
d x x d x x  

Vậy: 
1

* 1 *

1 0 0 1
( , ) ( , ( , ).

1
 

k
k

k
d x x d x x d x x  

Định lý được chứng minh. 

Thuật toán 3.1 có một nhược điểm là để xác định tham số , ta cần biết trước các hằng 

số Lipschitz. Thuật toán 3.2 dưới đây không yêu cầu phải biết trước các hằng số Lipschitz. 

Thuật toán 3.2.  Khởi tạo: Chọn sai số 0  và một dãy các số dương 

0
{ } (0, )
k k

 thỏa mãn  

0

,  và lim 0
k kk

k

 
                    

(3.14) 

Lấy 
0
x  và 0k . 

Bước 1: Giải bài toán lồi mạnh  

21
min ( , ) ( , ) : .

2k k k
f x y d x y y  

                    

(3.15) 

để tìm nghiệm duy nhất 
1k

x . 

Bước 2: Nếu 
1

( , )
k k

d x x  thì dừng lại và 
1k

x  là một nghiệm của bài toán 

cân bằng (EP).  

Ngược lại, ta thay k  bởi 1k  và quay lại Bước 1. 



TẠP CHÍ KHOA HỌC TRƯỜNG ĐẠI HỌC HỒNG ĐỨC - SỐ 72C (03.2025) p-ISSN 3030 - 4628 

e-ISSN 3030 - 4636 

 

96 

Định lý 3.2 Giả sử rằng :f  là song hàm giả đơn điệu mạnh trên  

với mô đun   và thỏa mãn điều kiện kiểu Lipschitz  (2.5) với các hằng số 
1 2
,L L  trên , 

2
L . Gọi { }

k
x  là dãy sinh bởi Thuật toán 3.2 và *x  là nghiệm duy nhất của bài toán cân 

bằng (EP). Khi đó, với Giả thiết A, tồn tại chỉ số 
0
k  sao cho với mọi 

0
k k , ta có   

0

0

* *

1

2

1
( , ) ( , ).

[1 2 ( )]
k kk

i
i k

d x x d x x

L

 
                    (3.16) 

Hơn nữa,  

0

2

1
lim 0

[1 2 ( )]
k k

i
i k

L

 
                    (3.17) 

do đó, dãy { }
k
x  hội tụ mạnh tới nghiệm  *x   của bài toán cân bằng (EP). 

Chứng minh. Lập luận tương tự như trong chứng minh trên, với mỗi k  ta có 
2 * 2 * 2

2 1 1 1
[1 2 ( )] ( , ) ( , ) (1 2 ) ( , )

k k k k k k
L d x x d x x L d x x  

Vì lim 0
kk

 nên tồn tại 
0
k  thỏa mãn 

1 0
1 2 0, .

k
L k k  Do đó, ta có: 

2 * 2 *

2 1 0
[1 2 ( )] ( , ) ( , ) .

k k k
L d x x d x x k k  

Suy ra: 
* *

1 0

2

1
( , ) ( , ) .

1 2 ( )
k k

k

d x x d x x k k
L

 

Vậy: 
0

0

* *

1

2

1
( , ) ( , ).

[1 2 ( )]
k kk

i
i k

d x x d x x

L

 

Để chứng minh (3.17), ta đặt 
2

: 2 ( ) 0
k k

L , khi đó 

0 0

2
2( )

k k
k k k k

L  

suy ra  

0 0

1 1
0,khi .

(1 ) 1
k k

i i
i k i k

k  

Từ (3.16), ta thấy *

k
x x  khi k . Ta có điều phải chứng minh. 

4. KẾT LUẬN 

Trong bài báo này, chúng tôi đã đạt được một số kết quả mới cho các bài toán cân 

bằng giả đơn điệu mạnh (viết tắt là SPEP) trên các đa tạp Hadamard. Chúng tôi chứng 



TẠP CHÍ KHOA HỌC TRƯỜNG ĐẠI HỌC HỒNG ĐỨC - SỐ 72C (03.2025) 
p-ISSN 3030 - 4628 

e-ISSN 3030 - 4636 

 

97 

minh được rằng các dãy sinh bởi phương pháp chiếu hội với bước nhảy phù hợp hội tụ đến 

nghiệm duy nhất của SPEP. Các kết quả này mở rộng các kết quả tương tự từ không gian 

tuyến tính sang đa tạp Hadamard. 
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ALGORITHMS FOR SOLVING STRONGLY PSEUDOMONOTONE 

EQUILIBRIUM PROBLEMS ON HADAMARD MANIFOLDS 

Nguyen Thi Thu 

ABSTRACT 

This paper is concerned with strongly pseudomonotone equilibrium problems on 

Hadamard manifolds. We have shown that sequences generated by the modified projection 

method converge to the unique solution of the strongly pseudomonotone equilibrium 

problem under given assumptions.  

Keywords: Equilibrium problems, Hadamard manifolds, strongly pseudomonotone, 

modified projection method. 
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