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THIẾT KẾ ĐIỀU KHIỂN HCHO LỚP HỆ  

PHƯƠNG TRÌNH VI PHÂN PHI TUYẾN 

Lê Huy Vũ1 

TÓM TẮT 

Bài báo này nghiên cứu vấn đề ổn định mũ và thiết kế điều khiển H cho lớp hệ 

phương trình vi phân phi tuyến. Đầu tiên, bằng cách chọn hàm Lyapunov một cách hợp lý 

kết hợp với các kỹ thuật đánh giá phù hợp, một điều kiện được đưa ra dưới dạng bất đẳng 

thức ma trận tuyến tính nhằm đảm bảo hệ đóng của hệ vi phân phi tuyến có nhiễu là  −

ổn định mũ với hiệu suất H  mức- . Đồng thời một điều khiển phản hồi trạng thái là 

được thiết kế. Trong trường hợp hệ là tuyến tính ta thu được một hệ quả tương ứng. Sau 

cùng, chúng tôi đưa ra một số ví dụ minh hoạ cho các kết đạt được.  

Từ khoá: Ổn định mũ, điều khiển H , hệ phi tuyến, hàm Lyapunov. 

1. ĐẶT VẤN ĐỀ 

Hệ phương trình vi phân dùng để mô tả động lực của nhiều hiện tượng, quá trình 

thực tế khác nhau như trong vật lý, hoá học, sinh học, kinh tế, hàng không vũ trụ và lý 

thuyết điều khiển. Bài toán nghiên cứu tính ổn định của các lớp hệ vi phân là một bài toán 

quan trọng và có ý nghĩa rất lớn, vì vậy nó thu hút được đông đảo các nhà nghiên cứu 

trong những năm gần đây [1,2,3,4]. Trong các phương pháp nghiên cứu tính ổn định của 

các lớp hệ phương trình vi phân thì phương pháp hàm Lyapunov là một phương pháp vừa 

đơn giản vừa hiệu quả, phương pháp này được nhà toán học người Nga A.M. Lyapunov 

đưa ra lần đầu tiên vào năm 1892 trong nội dung luận án tiến sĩ của mình.  Kể từ đó đến 

nay, phương pháp hàm Lyapunov vẫn không bị lỗi thời mà nó còn đang được các nhà 

nghiên cứu lý thuyết ổn định sử dụng, mở rộng và phát triển một cách mạnh mẽ [4,5,6]. 

Bên cạnh bài toán ổn định, bài toán điều khiển hệ thống cũng là một bài toán quan trọng có 

nhiều ứng dụng thực tế. Mục tiêu của bài toán điều khiển là tìm một tín hiệu điều khiển 

thích hợp sao cho hệ thống hoạt động theo cách mong muốn. Điều khiển hệ thống ngày 

càng trở nên phổ biến và được ứng dụng rộng rãi trong nhiều lĩnh vực của đời sống công 

nghệ hiện đại như điều khiển robot, điều khiển các fly cam và máy bay không người lái, 

điều khiển ô tô tự động, và các hệ thống tự động hóa. Vì vậy, bài toán điều khiển các hệ 

thống là một đề tài nóng hổi đang nhận được sự quan tâm của nhiều nhà toán học và nhà 

nghiên cứu kỹ thuật trên toàn thế giới. Đã có nhiều kết quả nghiên cứu quan trọng trong 

lĩnh vực này trong những năm gần đây được công bố [7,8,9,10,11].  Một vấn đề đặt ra 

trong điều khiển khi hệ thống có nhiễu đó là, thiết kế một kiểu tín hiệu điều khiển sao cho 

hệ thống dưới tác động của nhiễu ngoại cảnh là ổn định với một hiệu suất cho trước, đó gọi 

là bài toán điều khiển H . So với bài toán điều khiển thông thường, bài toán điều khiển 
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H  có nhiều ý nghĩa thực tế hơn bởi vì hầu hết các hệ thống động lực trong thực tế đều có 

nhiễu ngoại cảnh và nó không những yêu cầu hệ thống ổn định mà phải ổn định với một 

hiệu suất nhất định (theo mong muốn của người điều khiển). Do đó, bài toán điều khiển 

H  nhận được sự quan tâm đặc biệt của nhiều nhà nghiên cứu lý thuyết điều khiển 

[12,13,14]. Tuy nhiên, có rất ít kết quả nghiên cứu cho vấn đề thiết kế điều khiển H cho 

lớp hệ vi phân phi tuyến. Đây là lí do để tác giả thực hiện nghiên cứu này. 

Trong nghiên cứu này, chúng tôi sử dụng phương pháp hàm Lyapunov hay còn gọi là 

phương pháp thứ hai Lyapunov, kết hợp với các kỹ thuật đánh giá các bất đẳng thức ma trận 

để thiết lập một điều kiện đủ đảm bảo hệ đóng là ổn định mũ với một hiệu suất cho trước. 

2. CÁC KẾT QUẢ CHÍNH 

2.1. Thiết kế điều khiển H  

Xét một lớp hệ thống điều khiển phi tuyến được mô tả bởi phương trình vi phân sau đây: 

( )

( ) ( )

0

( ) ( ) ( ) ( ) , ( ), ( ), ( )

( ) ( ) ( ) , ( ), ( ) 1

(0) .

x u w

x u

x t A x t B u t B w t f t x t u t w t

y t C x t D u t h t x t u t

x x

= + + +


= + +


=

 

Trong đó ( ) , ( ) , ( )u un nnx t u t y t    tương ứng là các véctơ trạng thái, véctơ 

điều khiển đầu vào và véctơ độ đo đầu ra của hệ thống. Hàm  ( )2( ) 0, , wn
w r L  là đầu 

vào nhiễu ngoại cảnh. Các ma trận thực  , , , ,x u w x uA B B C D  là các ma trận thực cho trước 

và có số chiều thích hợp. Trong bài báo này, các hàm ( ), ( ), ( ), ( )f t x t u t w t  và 

( ), ( ), ( )h t x t u t  là phi tuyến và thoả mãn điều kiện sau: 

( ) ( )

( ) ( )
2 22

, ( ), ( ), ( ) ( ) ( ) ( ) 2

, ( ), ( ) ( ) ( ) 3

x u w

x u

f t x t u t w t m x t m u t m w t

h t x t u t d x t d u t

 + +

 +
 

ở đây , , ,x u w xm m m d  và ud là các số dương.  

Trong bài báo này, chúng ta sẽ thiết kế một điều khiển phản hồi trạng thái sao cho hệ 

đóng của hệ (1) là  − ổn định mũ với một hiệu suất H cho trước. Cụ thể, điều khiển phản 

hồi thiết kế cho hệ (1) sẽ có dạng sau: 

 ( )( ) ( ) 4u t Kx t=  

trong đó K là ma trận điều khiển ngược mà ta cần tìm. Với điều khiển phản hồi có dạng  

(4) thì hệ đóng của (1) sẽ là: 

( ) ( )

( ) ( ) ( )

0

( ) ( ) ( ) , ( ), ( ), ( )

( ) ( ) , ( ), ( ) 5

(0) .

x u w

x u

x t A B K x t B w t f t x t Kx t w t

y t C D K x t h t x t Kx t

x x

 = + + +


= + +


=

 

Trước khi đi vào định lý chính, ta giới thiệu các định nghĩa và một số bổ đều sau đây. 

Định nghĩa 2.1.[15] Cho trước số dương  . Hệ đóng (5) được gọi là  − ổn định 

mũ nếu tồn tại số 0   sao cho  0 0( , ) , 0.tx t x x e t−     
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Định nghĩa 2.2. Cho trước các số dương   và  . Hệ đóng (5) được gọi là  − ổn 

định mũ với một hiệu suất H  mức-  nếu thoả mãn hai điều kiện sau: Khi không có 

nhiễu, hệ đóng (5) là  − ổn định mũ. Khi đầu vào nhiễu khác không ( )( ) 0w t  , tồn tại 

một hằng số dương   sao cho với điều kiện ban đầu 0(0)x x= , đầu ra ( )y t thoả mãn  

( ) 22
0

0
( , ) ( ) ( ) ( ) ( ) .T TJ y w y t y t w t w t dt x 


= −   

Nhật xét 2.3. Nếu điều kiện ban đầu bằng không, khi đó điều kiện 2) trong định 

nghĩa trên trở thành 

( )2

0
( , ) ( ) ( ) ( ) ( ) 0.T TJ y w y t y t w t w t dt


= −   

Do đó, khái niệm  − ổn định mũ với một hiệu suất H  mức-  trong bài báo này 

là tổng quát hơn trong một số kết quả trước đây [16]. 

Bổ đề 2.4. [16]  Cho các ma trận P, Q có số chiều thích hợp Q là ma trận đối xứng 

xác định dương. Khi đó 
12 T T T Tx Py y Qy x P Q Px− +  

với mọi véc tơ ( ),x y . 

Bổ đề 2.5. (Bổ đề phần bù Shur [16]) Cho các ma trận bất kì X,Y,Z có số chiều thích 

hợp, , 0T TX X Y Y= =   khi đó 

10 0.
T

TX Z
X Z Y Z

Z Y

−
 

  +  
− 

 

Bổ đề 2.6. [16] Cho các ma trận thực bất kì 
1 2,W W và ma trận Q > 0 có số chiều 

thích hợp. Khi đó ta có bất đẳng thức sau:  
1

 1 2 2 1 1 1 2 2 .W W W W W QW W Q W−+  +  

Kết quả chính của bài báo nằm ở định lý sau  

Định lý 2.7. Cho các số 0 1, 0.     Hệ đóng (5) là  − ổn định mũ  H với 

một hiệu suất mức  nếu tồn tại ma trận đối xứng xác định dương P có số chiều thích hợp 

sao cho bất đẳng thức ma trận tuyến tính sau được thoả mãn 

( )

11

2

2

* 0 0 0
9

1
* * 0 0 0

3

1
* * * 0

2

* * * * 4 1

T T

w x u u

x x

B P PC B D

I

I
d m

I

m I




 
 

  
− −   

 
 

− 
 +
 
 

− 
 

− +  

             (7) 

với max{ , , }x w um m m m=  và                                                
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2
2

211

9 3 4 3
2

4( 1)

1 1
.

2( 1) 2( 1)

Tw u
x u u u

T T T

x u x

T

x x

u u u

m d m
P m m I B B

B

A P
m

PC D B D C P
m

PA

m





  − −

+ + + + + 


=
+

− −
+

+

+

 

Khi đó, ma trận điều khiển ngược được xác định là 
11

2( 1)

T

uK B P
m

−= −
+

 và nghiệm 

của hệ đóng (5) thoả mãn đánh giá mũ  min
0

max

( )
( ) , 0,

( )

tP
x t x e t

P





−   ở đây max ( )P và 

min ( )P  tương ứng là các phần thực lớn nhất (nhỏ nhất) của các giá trị riêng của ma trận P. 

Chứng minh.  Xét một hàm có dạng sau đây 
2( , ( )) ( , ( )) ( ) ( ) ( ) ( ),T TL t x t V t x t y t y t w t w t= + −                        (8) 

với 
1( , ( )) ( ) ( )TV t x t x t P x t−= . Khi đó, dọc theo quỹ đạo nghiệm của hệ (5), ta có 

( )

( ) ( )

1 2 1

1 1

2

( , ( )) 2 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 2 ( ) ( ) 2 ( ( ))

2 ( ) ( ) ( ) (.) 2 ( ) ( ) 2 ( ( ))

( ) (.) ( ) (.) ( ) ( ),

T T T T

T T

x u w

T T

x u x u

L t x t x t P x t y t y t w t w t x t P x t V x t

x t P A B K x t B w t f x t P x t V x t

C D K x t h C D K x t h w t w t

  

 



− −

− −

= + − + −

= + + + + −  

+ + + + + −      

 

(9) 

ở đây 

1 11 1
(.) : , ( ), ( ), ( ) , (.) : , ( ), ( ) .

2( 1) 2( 1)

T T

u uf f t x t B P x t w t h h t x t B P x t
m m

− −   
= − = −   

+ +   

 

Đặt 
1( ) ( )t P x t −= , từ (9) suy ra 

2

1
( , ( )) 2 ( , ( )) 2 ( ) ( ) 2 ( ) ( ) 2 ( ) ( )

2( 1)

1
( ) ( ) 2 ( ) , ( ), ( ), ( )

2( 1)

1
2 , ( ), ( ) ( )

2( 1)

2 1
, ( ),

2( 1) 2( 1)

T T T T

x u u w

T T T

u

T T

u x

T

L t x t V t x t t A P B B t t B w t t P t
m

w t w t t f t P t B t w t
m

h t P t B t C P t
m

h t P t
m m

     

   

  



 
+ = − + + 

+ 

 
− + − 

+ 

 
+ − 

+ 

− −
+ +

( ) ( )

1 1
( ) ( )

2( 1) 2( 1)

1 1
, ( ), ( ) , ( ), ( ) .

2( 1) 2( 1)

T T

u u u

T

T T T

x u u x u u

T T T

u u

B t D B t

t C P D B C P D B t
m m

h t P t B t h t P t B t
m m

 

 

   

 
 
 

   
+ − −   

+ +   

   
+ − −   

+ +   

 

(10) 

Áp dụng Bổ đề 2.4, kết hợp với các điều kiện (2) và 93),  ta có các đánh giá sau 
2

2

2

1
, ( ), ( ) ( ) ( )

2( 1) 4( 1)

T Tu
u x u

d
h t P t B t d P t B t

m m
   

 
−  + 

+ + 

 
(11) 
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2
22 2 22

1 1
2 ( ) , ( ), ( ), ( ) 2 ( ) , ( ), ( ), ( )

2( 1) 2( 1)

2 ( ) ( ) ( ) ( )
2( 1)

9 1
( ) ( ) ( ) ( )

4( 1) 9

T T T T

u u

T Tu
x u w
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x x u u

t f t P t B t w t t f t P t B t w t
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t m P t B t m w t

m
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m P t m m t B t w t

m

     

  


  



   
−  −   

+ +   

 
 + + 

+ 

 
 + + + + + 

+ 

 

(12) 

22 2

2

1 1
2 , ( ), ( ) ( ) 2 , ( ), ( ) ( )

2( 1) 2( 1)

( ) ( ) ( )
4( 1)

T T T

u x u x

Tu
x x u

h t P t B t C P t h t P t B t C P t
m m

d
C P t d P t B t

m

     

  

   
−  −   

+ +   

 + +
+

 

(13) 

2 22

2 2

1 1
2 , ( ), ( ) ( )

2( 1) 2( 1)

1 1
2 , ( ), ( ) ( )

2( 1) 2( 1)

1
( ) ( ) ( )

4( 1) 4( 1)

T T T

u u u

T T T

u u u

T Tu
x u u u

h t P t B t D B t
m m

h t P t B t D B t
m m

d
d P t B t D B t

m m

  

  

  

 
− − 

+ + 

 
 − 

+ + 

 +
+ +

 

(14) 

Kết hợp các phương trình (10)-(14), ta được 

2

( ) ( )
( , ( )) 2 ( , ( )) ,

( ) * ( )
9

T wB
t t

L t x t V t x t
w t I w t

 
 



 
    +       − −       

 

(15) 

trong đó ( ) 2

11 2

1
3 2 .

4( 1)

T T T

x x x x u u u ud m P PC C P B D D B
m

 =  + + + +
+

 

Theo bổ đề phần bù Shur, điều kiện (6) thoả mãn khi và chỉ khi 

2
0.

*
9

wB

I




 
    − −    

 

Do đó, từ phương trình (15), suy ra ( , ( )) 2 ( , ( )) 0L t x t V t x t+  , kết hợp điều này với 

(8), ta có đánh giá sau đây 
2( , ( )) 2 ( , ( )) ( ) ( ) ( ) ( ).T TV t x t V t x t w t w t y t y t +  −  (16) 

Nếu ( ) 0w t = , từ (16) ta có ( , ( )) 2 ( , ( )) ( ) ( ) 0.TV t x t V t x t y t y t+  −   Lấy tích phân 

hai vế từ 0 đến t, ta được 

( ) ( ) 2, ( ) 0, (0) , 0.tV t x t V x e t−    (17) 

Mặt khác, ta thấy rằng ( )
2

min

1
, ( ) ( )

( )
V t x t x t

P
  và ( )

2

0

max

1
0, (0)

( )
V x x

P
 . Từ 

đó suy ra 

min
0

max

( )
( ) , 0,

( )

tP
x t x e t

P





−    

(18) 



TẠP CHÍ KHOA HỌC TRƯỜNG ĐẠI HỌC HỒNG ĐỨC - SỐ 72C (03.2025) 
p-ISSN 3030 - 4628 

e-ISSN 3030 - 4636 

 

113 

Điều này chứng tỏ hệ đóng (5) là  − ổn định mũ. Bây giờ, nếu nhiễu ( ) 0w t  , từ 

(16) ta có 

2 1( ) ( ) ( ) ( ) 2 ( ) ( ) ( , ( )) ( , ( )).T T Ty t y t w t w t x t P x t V t x t V t x t  −−  −  −  (19) 

Do đó, với mọi 0s  , ta có đánh giá sau 

( )
22

0
0

max

1
( ) ( ) ( ) ( ) (0, (0)) ( , ( )) (0, (0)) .

( )

s
T Ty t y t w t w t dt V x V t x t V x x

P



−  −    (20) 

Cho s tiến ra vô cùng, ta thu được  

( )
22

0
0

max

1
( , ) ( ) ( ) ( ) ( ) .

( )

T TJ y w y t y t w t w t dt x
P






= −    (21) 

Hệ đóng (5) là  − ổn định mũ  H với một hiệu suất mức  . Định lý được chứng minh. 

Nhận xét 2.8. Xét trường hợp các hàm f(.)=0 và h(.)=0. Khi đó, hệ đóng (5) trở thành 

hệ vi phân tuyến tính sau 

( )

( )

0

( ) ( ) ( )

( ) ( )

(0) .

x u w

x u

x t A B K x t B w t

y t C D K x t

x x

 = + +


= +


=

 

(22) 

Trên cơ sở Định lý 1, chúng ta có hệ quả sau 

Hệ quả 2.9. Cho các số 0 1, 0.     Hệ đóng (21) là  − ổn định mũ  H với 

một hiệu suất mức  nếu tồn tại ma trận đối xứng xác định dương P có số chiều thích hợp 

sao cho bất đẳng thức ma trận tuyến tính sau được thoả mãn 

( )

11

2

2

* 0 0
9 0

* * 0

* * * 4 1

T T

w x u uB PC B D

I

I

m I




 
 

  − −    
 

− 
 

− + 

 

 

(22) 

với 0m   cho trước và                                                

11

1 1 1
2 .

( 1) 2( 1) 2( 1)

T T T T

u u x

T

x x u u u u xP B B PC D B B D C P
m m

P PA
m

A  + − − −
+

+
+

=
+

 

Khi đó, ma trận điều khiển ngược được xác định là 
11

2( 1)

T

uK B P
m

−= −
+

 và nghiệm 

của hệ đóng (5) thoả mãn đánh giá mũ  min
0

max

( )
( ) , 0.

( )

tP
x t x e t

P





−    

2.2. Ví dụ minh hoạ 

Trong phần này, một ví dụ số sẽ được đưa ra để minh họa cho kết quả nghiên cứu 

của chúng tôi. 

Xét hệ phương trình vi phân phi tuyến \eqref{e1} có các ma trận hệ số như sau 
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-1 0 0 -0.1 0  0 0.01

0 -1.5 0 , 0 -1.5  0 , 0.01 ,

0.1  0  0.1 0  0  -0.5 0.2

0.01 0.01 0 0.01
, .

0.15 0.01 0.02 0.01

w u

x u

A B B

C D

     
     

= = =
     
     −     

   
= =   

− −   

 

Nhiễu ngoại cảnh và các hàm phi tuyến 
2 2 0.050.025

3 2 2

2 30.025 2 2 0.05

1
2

0.025 2 2 0.05 1
2

0.001 ( ) 0.001sin ( )sin( )
0.1 ( ) ( ) sin( )

( ) sin( ) , (.) 0.001 ( ) 0.001sin ( ) , (.)
0.1

sin( ) 0.001 ( ) 0.001sin ( )

tt

t t

t t

x t t et e
x t x t t

w t t e f x t t e h
x

t e x t t e

−−

− −

− −

   +
+  

= = + =  
   +   

.
( ) cos( )t t

 
 
 
 

 

Dễ thấy 0.01, 0.x w x u um m m d m d= = = = = = Bây giờ ,ta cho trước các số 

0.95, 6. = =  Dùng phần mềm Matlab để giải bất đẳng thức ma trận tuyến tính trong  

Định lý 1 ta tìm được ma trận P và ma trận điều khiển ngược sau 

 

0.7941    0.0637    -0.0040

0.0637   18.2747    -0.0007 , 0.1441 0.0004 29.8755 .

-0.0040   -0.0007     0.0034

P K

 
 

= =
 
  

 

Do đó, theo Định lý 1 hệ đóng (5) là  − ổn định mũ  H với một hiệu suất mức  . 

Một mô phỏng các quỹ đạo trạng thái 1 2 3( ), ( ), ( )x t x t x t của hệ đóng (5) được chỉ ra trong 

các Hình 1. Trong Hình 2 là biểu thị hàm 
2 2

( , ) ( ) ( )J y w y t w t= − . Các quỹ đạo của hệ 

mở được cho trong Hình 3, ta thấy rằng quỹ đạo của hệ mở là không ổn định. Từ đó chứng 

tỏ tính hiệu quả phương pháp trong nghiên cứu này. 

 
 

Hình 1. Các quỹ đạo trạng thái 

1 2 3( ), ( ), ( )x t x t x t của hệ đóng (5) 

 

Hình 2. Trạng thái giữa đầu ra và nhiễu
2 2

( , ) ( ) ( )J y w y t w t= −  của hệ đóng (5) 
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Hình 3. Các quỹ đạo trạng thái 1 2 3( ), ( ), ( )x t x t x t
của hệ mở 

3 KẾT LUẬN 

Vấn đề phân tích sự ổn định mũ và thiết kế điều khiển H cho lớp hệ phương trình 

vi phân phi tuyến chứa nhiễu ngoại cảnh đã được giải quyết trong bài báo này. Một điều 

kiện đủ được đưa ra dưới dạng bất đẳng thức ma trận tuyến tính để hệ đóng là   -ổn định 

mũ và có một hiệu suất H mức -  Đồng thời, điều khiển phản hồi ngược đã được thiết 

kế. Một ví dụ minh hoạ cho kết quả của bài báo cũng đã được đưa ra. 
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H CONTROLLER DESIGN FOR A CLASS OF NONLINEAR 

DIFFERENTIAL SYSTEMS 

Le Huy Vu 

ABSTRACT 

This paper studies the problem of exponential stability and H control design for a 

class of nonlinear differential equation systems. First, by appropriately selecting a 

Lyapunov function and combining it with suitable estimation techniques, a condition is 

proposed in the form of a linear matrix inequality to ensure that the closed-loop system of 

the perturbed nonlinear differential equations is  - exponentially stable with H

performance at leve  . Simultaneously, a state feedback control is designed. In the case of 

a linear system, a corresponding result is obtained. Finally, we provide some illustrative 

examples of the achieved results. 

Keywords:  Exponential stability, H control, nonlinear systems, Lyapunov function. 
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