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 IĐÊAN ĐƠN THỨC KHÔNG CHỨA BÌNH PHƯƠNG  

VÀ PHỨC ĐƠN HÌNH  

Lê Xuân Dũng1, Trần Duy Nguyên2 

TÓM TẮT 

Bài báo trình bày chứng minh chi tiết về phân tích của iđêan đơn thức không chứa 

bình phương theo phức mặt và phức không mặt được S. Faradi đưa ra trong thảo luận 

năm 2005. 

Từ khóa: Iđêan không chứa bình phương, iđêan mặt, iđêan không mặt (iđêan 

Stanley-Reiner), phức đơn hình, phức mặt, phức không mặt (phức Stanley-Reiner). 

1. ĐẶT VẤN ĐỀ 

Cho  1,..., nR k x x=  là vành đa thức n biến 1,..., nx x trên trường k . Ta biết rằng với 

mỗi iđêan đơn thức I sinh bởi các đơn thức không chứa bình phương (gọi tắt là iđêan đơn 

thức không chứa bình phương) đều xác định được phức đơn hình tương ứng, đồng thời cấu 

trúc tổ hợp của phức đơn hình cũng ảnh hưởng đến tính chất đại số của iđêan đơn thức I . 

Do đó, việc phân tích mối liên hệ giữa I và phức đơn hình tương ứng là vấn đề được nhiều 

người quan tâm. Bài báo hệ thống và trình bày chi tiết các chứng minh về mối liên hệ giữa 

iđêan đơn thức không chứa bình phương với phức mặt và phức không mặt tương ứng được 

trình bày sơ lược trong phần thảo luận [3, Discussion 2.13]. 

Ngoài phần giới thiệu, bài báo chia thành hai mục. Mục 2 giới thiệu một số kiến thức 

cơ bản về iđêan đơn thức không chứa bình phương và phức đơn hình. Mục 3 trình bày các 

kết quả chính của bài báo, trước hết là phân tích iđêan mặt và không mặt (Mệnh đề 3.2), từ 

đó suy ra được phân tích của iđêan không chứa bình phương theo phức mặt và phức không 

mặt tương ứng của I (Định lý 3.4). 

2. PHỨC ĐƠN HÌNH  

Trong mục này, chúng tôi giới thiệu về phức đơn hình, iđêan mặt, iđêan không mặt 

(iđêan Stanley- Reisner) dựa trên các tài liệu [1], [2] và [3] và luôn giả thiết 

 1,..., nR k x x=  là vành đa thức n  biến 1,..., nx x trên trường k. 

Định nghĩa 2.1. (Xem [3]) Một phức đơn hình trên một tập hợp các đỉnh 

 1,..., nV v v=  là một tập hợp các tập hợp con của V sao cho { }iv   và nếu F   thì 

mọi tập con của F cũng thuộc  (bao gồm cả tập hợp rỗng). 

 
1 Trung tâm Giáo dục thường xuyên, Trường Đại học Hồng Đức; Email: lexuandung@hdu.edu.vn 
2 Học viên lớp cao học K14 Đại số, khoa Khoa học Tự nhiên, Trường Đại học Hồng Đức 
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Kí hiệu ( )FC   là tập các mặt cực đại của ∆ và ( )f   là tập hợp tất cả các mặt của ∆. 

Từ định nghĩa trên ta thấy, để xác định một phức đơn hình ∆ ta chỉ cần xác định tập các 

mặt cực đại ( )FC   của  . Giả sử  1 2( ) , , , qFC F F F =  khi đó ta viết 

1 2, , , qF F F = . 

Định nghĩa 2.2. (Xem [3]) Phức đơn hình con '  của phức đơn hình ∆ là một phức 

đơn hình có tập các mặt cực đại là tập con của tập các mặt cực đại của phức đơn hình ∆, 

nghĩa là ( ') ( )FC FC   .  

Định nghĩa 2.3. (Xem [3]) Cho ∆ là phức đơn hình có tập đỉnh là  1,..., nv v , k  là 

một trường và  1,..., nR k x x=  là vành đa thức n  biến 1,..., nx x . 

a) Kí hiệu ( )  là iđêan của R sinh bởi tất cả đơn thức không chứa bình phương 

1
, ..., ,

si ix x  trong đó  
1
, ....,

si iv v  là một mặt của ∆ , nghĩa là 

 ( )
1 1
, ..., , ...,( ) |

s si i i ivx x v  =  

và gọi là iđêan mặt của ∆. 

b) Kí hiệu ( )  là iđêan của R sinh bởi tất cả các đơn thức không chứa bình 

phương 
1
, ...,

si ix x , trong đó  
1
, ....,

si iv v  không phải là một mặt của ∆, nghĩa là  

1
, ..., ,....,

1
( ) v vi isi is

x x  

và gọi là iđêan không mặt (iđêan Stanley-Reiner) của ∆.  

Tập sinh tối tiểu của iđêan ( )  bao gồm các đơn thức 
1
, ...,

si ix x sao cho 

 
1
, ....,

si iv v là không mặt nhỏ nhất theo quan hệ bao hàm của . Do đó, khi tìm iđêan 

( ),  ta chỉ cần liệt kê tất cả các không mặt nhỏ nhất của . 

Định nghĩa 2.4. (Xem [3]) Cho 1( ,..., )qI m m  là một iđêan đơn thức không chứa 

bình phương trong vành đa thức 1,..., nk x x , trong đó 1,..., qm m là các đơn thức không 

chứa bình phương và là hệ sinh tối tiểu của I . 

a) Kí hiệu ( )I  là phức đơn hình trên một tập đỉnh 1,..., nv v  có mặt cực đại là 

1,..., qF F , trong đó với mỗi ,  | ,1i j j ii F v x m j n  và gọi là phức mặt của I . 

b) Kí hiệu ( )I là phức đơn hình trên một tập đỉnh 1,..., nv v , trong đó  
1

, ....,
i is

v v là 

một mặt của ( )I khi và chỉ khi 
1

, ...,
i is

x x I  và gọi là phức không mặt hay còn gọi là 

phức Stanley-Reiner của I . 

Từ các khái niệm trên, ta có tương ứng 1-1 giữa các phức đơn hình và các iđêan đơn 

thức không chứa bình phương. Nghĩa là,  
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Cho I là một iđêan của 
1,..., nR k x x , các đỉnh của ( )I là các biến mà các biến 

này là ước của các đơn thức sinh của I, tập này không nhất thiết phải bao gồm tất cả các 

biến 1,..., nx x , tức là tập này là tập con của tập 
1,..., nx x . Từ tính chất 

1 2 1

1

1

, ,..., , ,...,
,...,

,...,

n k

n

k

k x x x t t
k x x

t t
, 

ta nhận thấy một số biến khác thêm vào trong vành đa thức sẽ không làm ảnh hưởng đến 

cấu trúc đại số và cấu trúc tổ hợp của ( )I . Hay nói cách khác, nếu ∆ là một phức đơn 

hình, ta có thể xem xét các iđêan mặt, không mặt của các phức đơn hình con như là các 

iđêan trong cùng một vành đa thức. 

Ví dụ 2.5. Cho phức đơn hình ∆ như hình 1. Ta có  

2 4 4 3 1 2 3 1 4( ) ( , ) ,( ) ( ),x x x x x xx x x  

là các iđêan của vành 
1 2 3 4, , ,k x x x x . 

 
Hình 1 

Ví dụ 2.6. Cho 1 2 1 3 1 4( , , )I x x x x x x là iđêan của vành đa thức 1 2 3 4[ , , , ]k x x x x . Khi 

đó, phức ( )I có các mặt cực đại là 1 2 3 4{ },{ , , }v v v v  ứng với các đơn thức không thuộc I  

là 1 2 3 4,x x x x , nên 1 2 3 4( ) { },{ , , }I v v v v  (Hình 2). 

 
Hình 2 

Phức ( )I  có các mặt cực đại 1 2 1 3 1 4{ , },{ , },{ , }v v v v v v  ứng với các đơn thức thuộc 

I  là 1 2 1 3 3 4, ,x x x x x x ,  nên 1 2 1 3 1 4( ) { , },{ , },{ , }I v v v v v v (hình 3). 

 
Hình 3 
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Định nghĩa 2.7. (Xem [3]) Cho  là phức đơn hình có tập đỉnh V và các mặt cực 

đại là 1,..., qF F . Một phủ đỉnh của phức đơn hình  là một tập con A  của V sao cho với 

mọi mặt cực đại iF  đều tồn tại một đỉnh của iF  thuộc A . Phủ đỉnh tối tiểu của  là một 

tập con A  của V  không có một tập con thực sự nào là phủ đỉnh của . Tập các phủ đỉnh 

tối tiểu của , kí hiệu là . 

Ví dụ 2.8. a) Cho phức đơn hình  như hình 1 trong ví dụ 2.5. Tập các phủ đỉnh tối 

tiểu của là  là 
2 4 3 41 , ., , ,v v vv v  

b) Cho phức đơn hình ( )I  như hình 3 trong ví dụ 2.6.  Tập các phủ đỉnh tối tiểu 

của là ( )I  là 
1 2 3 4 .,( ,) ,v v vI v  

Một phân tích của iđêan I  có dạng 
1

t

i

i

I Q được gọi là phân tích rút gọn nếu 

không bỏ đi được bất kì iđêan 1kQ k t  nào trong giao 
1

t

i

i

Q , nghĩa là 
1 1

t t

i i

i i
i k

Q Q

. Trong trường hợp I là iđêan không chứa bình phương, ta có thể xác định được cấu trúc 

của các iđêan iQ  1 i t  như sau: 

Bổ đề 2.9. (Xem [2]) Cho 
1,..., qI m m  là iđêan đơn thức không chứa bình phương 

trong 1,..., nk x x . Khi đó, I  có phân tích rút gọn
1

t

i

i

I Q , trong đó iQ  có dạng 
1
,...,

ti ix x . 

3. PHÂN TÍCH IĐÊAN ĐƠN THỨC KHÔNG CHỨA BÌNH PHƯƠNG 

Trong mục này, chúng tôi trình bày phân tích của iđêan đơn thức không chứa bình 

phương dựa trên phần thảo luận trong [3].  

Bổ đề 3.1. Cho 
1,..., qI m m  là iđêan đơn thức không chứa bình phương trong 

1,..., nk x x  với 
1,..., qm m là hệ sinh tối tiểu của I. Đặt V  là tập các biến, mà các biến đó là 

ước của một đơn thức trong hệ 
1,..., qm m . Khi đó, ( ))(F FC I  khi và chỉ khi 

\ ( ))(V F I . 

Chứng minh. 

'' ''   Giả sử 1 (,..., ( ))iF FCv v I . Khi đó, 1... ix x I  và ta nhận được 

1\ ,...,i nV F v v . Giả sử \V F  không phải là một phủ đỉnh của ( )I . Khi đó, tồn tại 

mặt cực đại của ( )I  không có đỉnh nào thuộc \V F . Giả sử tF  không có đỉnh nào thuộc 

\V F , suy ra các đơn thức không chứa bình phương tm  không chứa các biến 1,...,i nx x  hay 

tập tm  có các biến thuộc tập 1,..., ix x . Do đó, 1| ....t im x x  và suy ra 1... ix x I , điều này 

mâu thuẫn với giả thiết 1,..., ix x I . Do đó, \V F  là một phủ đỉnh của ( )I . 
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Giả sử có một tập A  là tập con thực sự của \V F  là phủ đỉnh của ( )I . Không 

mất tính tổng quát, giả sử  
2,...,i nA v v . Giả sử 1 1... ix x I , nghĩa là tồn tại 

1 1| ...t im x x  , mặt khác do A  là phủ đỉnh của ( )I , nên 1 2, ,..., qF F F  đều chứa ít nhất 

một đỉnh thuộc A , nghĩa là các đơn thức 1 2, ,..., qm m m  đều chứa ít nhất 1 biến thuộc tập 

2 ,...,i nx x  hay 1 1...t im x x , mâu thuẫn với 1 1| ...t im x x . Suy ra 1 1... ix x I . Do đó, 

1 1' ,..., iF v v  là một mặt của phức ( )I  thực sự chứa F . Điều này mâu thuẫn với 

F là mặt cực đại . Vậy \ ( ))(V F I . 

" " Giả sử cho F V  sao cho \ ( ))(V F I . Không mất tính tổng quát, ta 

có thể giả sử 
1,..., iF v v , khi đó 

1\ ,...,i nV F v v . Giả sử 1... ix x I .  Khi đó, tồn 

tại tm là ước của 1... ix x . Suy ra tập các biến của tm là tập con của 
1,..., ix x . Khi đó, 

1,...,t iF v v , nên mặt tF  không có đỉnh nào thuộc \V F , mâu thuẫn với 

\ ( ))(V F I . Suy ra 1,..., ix x I , hay F là một mặt của ( )I . 

Giả sử 'F  là một mặt của ( )I  thực sự chứa F . Ta có 1 1... ix x I . Không mất 

tính tổng quát, giả sử 
1 1' ,..., iF v v . Theo chứng minh ở phần thuận, 

2\ ' ,...,i nV F v v  là một phủ đỉnh của ( )I . Do \ 'V F  là một tập con thực sự của 

\V F  nên mâu thuẫn với \V F  là phủ đỉnh tối tiểu của ( )I . Do đó F là một mặt cực 

đại của ( )I  hay ( ))(F FC I .  

Vậy bổ đề được chứng minh. 

Mệnh đề 3.2.  (Xem [1, Theorem 5.1.4])  Cho ∆ là một phức đơn hình , ( )FC là 

tập các mặt cực đại của ∆ và  là tập tất cả các phủ đỉnh tối tiểu của ∆. Khi đó, ta có 

phần tích của iđêan không mặt ( )  và iđêan mặt ( )  như sau  

a) ( ) F

F FC

P , trong đó ( | )F i iP x v F . 

b) 
1

1
,...,

, ...,
s

i is

i i

v v

x x . 

Chứng minh. 

Do ( )  và ( )  là các iđêan đơn thức không chứa bình phương nên theo Bổ 

đề 2.9 thì ( )  và ( )  đều có phân tích thành giao của các iđêan có dạng P , trong 

đó P là các iđêan đơn thức sinh bởi các biến. 

a) Ta cần chứng minh 
1
,...,

tj jP x x  là iđêan nguyên tố tối tiểu (theo quan hệ bao 

hàm) chứa ( ) khi và chỉ khi 
11,..., ,...,

tn j jv v v v là một mặt cực đại của Δ.  
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" " Không mất tính tổng quát, ta giả sử 
1,..., iP x x  là iđêan nguyên tố tối tiểu 

chứa ( ) . Giả sử 
1,...,i nv v . Khi đó, 1... ( )i nx x , suy ra 

1 1... ,...,i n ix x x x P , điều này không xảy ra vì các biến 1,..., ix x  đều không phải là 

ước của 1...i nx x . Do đó 
1,...,i nv v . 

Không mất tính tổng quát, ta có có thể giả sử ,...,i nv v là một mặt của Δ thực sự 

chứa 
1,...,i nv v . Khi đó ta có 1 1,..., iv v  và iđêan nguyên tố 1 1' ( ,..., )iP x x  chứa

( ) nằm trong thực sự 
1,..., iP x x . Điều này mâu thuẫn với tính tối tiểu của P . 

Do đó  

1 1,..., \ ,..., ,...,n i n i nv v v v v v FC . 

" "Không mất tính tổng quát, giả sử 
1,...,i nv v là mặt cực đại của Δ. Ta cần 

chứng minh 1: ( ,..., )iP x x là iđêan nguyên tố tối tiểu chứa ( ) . Giả sử P  không 

chứa ( ) , nghĩa là tồn tại đơn thức 
1
... ( )

sj jx x  nhưng 
1
...

sj jx x P . Điều này 

suy ra 
1

( ,..., )
sj jx x không chứa các biến 1,..., ix x , nghĩa là 

1 1,..., \ ,...,
sj j nv v V v v  

hay 
1 1,..., ,...,

sj j i nv v v v , do 
1,...,i nv v là mặt của Δ nên 

1
,...,

sj jv v . Mặt 

khác do 
1
... ( )

sj jx x  nên 
1
...

sj jv v . Đây là điều vô lý. Vì vậy, P là iđêan 

nguyên tố chứa ( )  

Giả sử có iđêan 'P sinh bởi các biến thực sự nằm trong P và chứa iđêan ( ) . 

Không mất tính tổng quát, giả sử 1 1' : ,..., iP x x ( ) . Theo lập luận trên ở phần 

thuận ta có 1, ,...,i i nv v v  mà 1,..., ,...,i n i nv v v v , mâu thuẫn với tính cực đại 

của 1,...,i nv v . Do đó 1,..., ix x  là iđêan nguyên tố tối tiểu chứa ( ) .  

Vậy 
F

F FC
( ) P , |F i iP x v F . 

b) Ta cần chứng minh iđêan đơn thức nguyên tố tối tiểu 
1
,...,

si iP x x chứa iđêan 

 khi và chỉ khi 
1
,...,

si iv v . 

" " Giả sử iđêan đơn thức nguyên tố tối tiểu 
1
,...,

si iP x x chứa iđêan . 

Đặt, 
1( ) ,..., qm m ứng với 

1( ) ,..., qFC F F . Giả sử 
1
,...,

si iv v không phải là 

phủ đỉnh của Δ. Khi đó, tồn tại ( )
t

F FC  không có đỉnh nào thuộc 
1
,...,

si iv v , nghĩa là 

1 1
,..., \ ,...,

j st t i it
F v v V v v . Do đó 

1 11
, ..., , ..., \ , ...,

j st t n i i
x x x x x x  hay 

1

... ( )
jt t t

m x x  không chia hết cho các biến 
1
,...,

si ix x , nên tm P , mâu thuẫn với 

( ) P . Do đó 
1
,...,

si iv v  là một phủ đỉnh của . 
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Giả sử 
1
,...,

si iv v  không phải là phủ đỉnh tối tiểu của Δ, nghĩa là tồn tại một phủ 

đỉnh khác thực sự nằm trong 
1
,...,

si iv v . Không mất tính tổng quát, giả sử 
1 1
,...,

si iv v là 

một phủ đỉnh của Δ, nghĩa là 1,..., qF F  có ít nhất một đỉnh thuộc 
1 1
,...,

si iv v  do đó các 

đơn thức 1,..., qm m  đều chia hết cho một trong các biến 
1 1
,...,

si ix x , do đó 

1 1
( ) ,...,

si ix x , mâu thuẫn với 
1
,...,

si ix x  là iđêan đơn thức nhỏ nhất sinh bởi các biến 

chứa ( ) . Vì vậy, 
1
,...,

si iv v . 

" "  Giả sử 
1
,...,

si iv v . Lập luận tương tự trên ta có 

1
,...,

si ix x P . Giả sử có iđêan đơn thức sinh bởi các biến 'P  thực sự nằm 

trong P  thỏa mãn 'P , không mất tính tổng quát ta giả sử 

1 1
' ,...,

si iP x x , lập luận tương tự trên ta có 
1 1
,...,

si iv v  là một phủ đỉnh của Δ 

thực sự nằm trong 
1
,...,

si iv v , mâu thuẫn với 
1
,...,

si iv v . Do đó 
1
,...,

si iP x x  

là iđêan đơn thức tối tiểu sinh bởi các biến chứa ( ) . 

Vậy 
1

1
,...,

, ...,
s

i is

i i

v v

x x .  

Ví dụ 3.3. Cho phức đơn hình ∆ như trong Ví dụ 2.5 

1 4 1 2 3
( ) {{ , }, , , }}FC v v v v v và  

1 2 3 4 1 4 2 3 1 2 3 4 1 2 3 4{ , , , } \{ , } { , };{ , , , } \{ , , } { }v v v v v v v v v v v v v v v v .  

Suy ra
4 2 3

( ) ( ) ( , ) ,
F

F FC

x x x P  trong đó ( | )i iFP x v F . 

Theo ví dụ 2.8 a), ta có 
2 4 3 41

, ., , ,v v vv v  Do đó  

1

1
,...

1 2 3 1 4 1 2 4 3 4

,

, ...,( ) ( , ) ( ) ( , ) ( , )
s

i is

i i

v v

x x x x x x x x x xx x . 

Định lý 3.4. Cho 1
( , ..., )

q
I m m  là iđêan đơn thức không chứa bình phương trong 

vành đa thức 
1[ ,..., ]nk x x  ( k  là một trường) và 1,..., qm m là các đơn thức có các biến lấy 

trong tập 
1{ ,..., }nx x  là hệ sinh tối tiểu của I . Các phức đơn hình ( )I  và ( )I được xác 

định như trong Định nghĩa 2.4. Khi đó  

)

1

1 ( )(,...,

,...,
s

i i Is I

i i F

F FCv v

I x x P , trong đó |F i iP x v F . 

Chứng minh. 

Đặt 
1 ( )I , khi đó ta có 

1 11 1
( ) ( ),, ... , ...,

s si i i i
x x v v FC . Giả sử 

1 1( ) ,..., qFC F F , theo Định nghĩa 2.4 a) ta có |
t ti i i iF v x m với mọi 1 i q  

suy ra  
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1 11 1 1
( ) ( ),..., , ..., ( , ..., )

s si i i i i q
x x v v F FC m m . 

Mặt khác theo b) của Mệnh đề 3.2 ta có  

1 1

11 )1 (,..., ,...,

,..., ,...,

I

s s

i i i is s

i i i i

v v v v

I x x x x . 

Đặt 
2 ( )I  khi đó ta có  

1 1 1 1
2 2

( ) ,..., , ..., , ..., , ..., ( )
s s s s

i i i i i i i i
x x v v x x v v I . 

Từ Định nghĩa 2.4 b) về ( )I , do 
1
,..., ( )

si iv v I , nên 
1

, ...,
si i

x x I  suy ra 

2( ) I . 

 Lấy 
tm là một phần tử sinh của I , giả sử 

1

...
ut t t

m x x , khi đó ta có mặt 

1
,...,

ut t tF v v . Do 
tm I  nên theo định nghĩa Định nghĩa 2.4 b) về ( )I  ta có 

1
,..., ( )

ut tv v I hay 
2( )tm hay 

2( )I . Suy ra 
2( )I . Theo Mệnh 

đề 3.2 a) ta có  

(2 )

2( )

I

F F

F FC F FC

I P P , trong đó ( | )F i iP x v F .  

Ví dụ 3.5. Cho 
1 2 1 3 1 4( , , )I x x x x x x  như trong Ví dụ 2.6, ta có 

1 2 3 4( ) ( , , ).I x x x x  

Theo Ví dụ 2.6, ta có 1 2 3 4( ) { },{ , , }I v v v v và  

1 2 3 4 2 3 4 1 1 2 3 4 1 2 3 4
{ , , , } \ { , , } { };{ , , , } \ { } { , , }v v v v v v v v v v v v v v v v . 

Suy ra 

( )I

F

F FC

I P , trong đó ( | )F i iP x v F . 

 Theo Ví dụ 2.8 b), ta có tập các phủ đỉnh tối tiểu của ( )I  là  

2 3 41
, ,( ) ,I v v v v , suy ra 

1 ( )

1

,...,

,...,
s

i is I

i i

x x

I x x . 

4. KẾT LUẬN 

Cho trước một iđêan đơn thức không chứa bình phương I , ta luôn xác định được 

phức mặt và phức không mặt tương ứng, từ đó chứng tỏ được I  có phân tích theo phức 

mặt và phức không mặt đó. 
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ABSTRACT 

This paper provides a detail proof of the representation of a square-free monomial 

ideal with respect to the facet complex and the non-face complex. 
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