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CHI SO CHINH QUY CASTELNOUVO-MUMFORD CUA
IDEAN CANH VA KiCH THUOC NHO NHAT CUA
GHEP CAP CUC PAI CUA PO THI PON

Lé Quang Huy'
TOM TAT

Bai bdo trinh béay chimg minh chi tiét vé chdn trén ciia chi sé chinh quy
Castelnouvo-Mumford cua idéan canh voi do thi don G cho truoc theo kich thuwoc nho
nhdt iing vdi ghép cap cue dai cia G.

T khoa: Chi s6 chinh quy, idéan canh, ghép cdp, do thi don.
1. DAT VAN DE

Cho G 1a mét dd thi don va idéan 1(G) = (x,.xj| {x.x,} E(G)) goi 14 idéan canh

ciia G. Nhu vay véi mbi dd thi don G ta ludn xé4c dinh duge mot idéan don thuc tuong
mg. Viéc danh gia mdi lién hé va su twong tac gitta G va I(G) nhu thé nao 13 van dé
duoc nhiéu nguoi quan tim. C6 hai hudng théng dung tiép can vé van dé nay 1a cau trac
ctia d0 thi G anh hudng nhu thé nao dén tinh chat cta idéan /(G) va céc bat bién cua do
thi G ¢6 tac dong nhu thé nao dén cac bat bién ciia idéan J(G). Trong bai bao nay, tic
gia tiép can theo hudng thir hai vé chan trén bat bién chi sé chinh quy cua idéan I(G)
g v6i db thi G 1a kich thude nho nhét cua ghép cip cuc dai trong do thi G.

Bai bdo va trinh bay chi tiét cac ching minh cho chan trén chi s6 chinh quy ciia
I(G) theo kich thudc nho nhat cta ghép cip cuc dai trong dd thi G. Cac két qua nay
duogc trinh bay so lugce trong [4,5] dudi dang nhan xét va goi y.

Ngoai phﬁn gidi thi€u, bai bao chia thanh hai muc. Muc 2 gidi thi¢u mot s6 kién
thirc co ban vé d6 thi, idéan canh, chi s6 chinh quy. Muc 3 dua ra cac két qua chinh vé
chin trén chi sb chinh quy cta I(G) theo kich thudc nho nhat ctua ghép cip cuc dai cua
d6 thi G, trong cac truomg hop G 1a do thi hinh sao (Pinh Iy 3.5), G 1a d6 thi chira mot
canh 13 ghép cip cuc dai kich thude 1 ciia G (Pinh 1y 3.8) va cubi cung 13 d6 thi G
tong quat (Pinh 1y 3.9).

2. IPEAN CANH CUA PO THI
Trong muc ndy, ching ta ludn gia thiét R=K[x,x,,...,x,] 12 vanh da thic »

bién X, x,,...,x, trén truong K vo han, m 1a idéan thuan nhat cyc dai cia R va 4 1a

modun phéan béac hitu han sinh trén R . Cac kién thirc co ban duoc trinh bay trong [1,2]
va céc kién thuc co ban vé dd thi duoc trinh bay trong [3,4,5].

" Khoa Khoa hoc Tu nhién, Trieong Dai hoc Héng Puc
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Pinh nghia 2.1 [1, Section 1] Chi sb chinh quy Casteluovo-Mumford (chinh
quy) ciia 4 1 s6
reg(A) == max{al. (A)+i]i= O},

a,.(A)—{ma"{”'Hié(Ak =0} Z Z (4)%0.
- i H,(4)=0.

m

Trong do:

Vi cach tiép can sir dung diy ty do tdi tiéu, chi s6 chinh quy dugc xdy dung
nhu sau:
Pinh nghia 2.2. [1, Proposition 1.1 va Theorem 1.2] Cho dﬁy tu do tbi tiéu cta

E dugc xac dinh nhu sau: 0 —> @PR(- )’3“ = >@R(- )ﬂ”’ —>A—0.

JEZ jez
Khi dé chi s6 chinh quy dugc x4c dinh 1a: reg(A) = rnax{ —i| f;(A4) = }

Tt dinh nghia tht hai cta chi sé chinh quy ta nhan dugc cac két qua sau:
Bo dé 2.3. [2] Cho / la idéan thuan nhat ctia R, khi d6 ta c6: reg(R/1)=reg(I)-1.

B6 dé 2.4. [2] Cho u 13 phan tir thudn nhit bic d cua R, khi do
1) reg(R/(u))=d—1.

11) reg((u)) =d.
Bo6 dé 2.5. [1, Corollary 20.19] Cho day khép: 0—>P —>M — N —0 cac R-
modun hitu han sinh cua cic ddng cau thuan nhat. Khi d6

i) reg(M) < max {reg(P),reg(N)} .
ii) reg(N) < max {reg(P)—1,reg(M)}.
Tt day khép 0 > M > M ®N — N — 0, két hop véi két qua i) trong bd dé

trén ta nhan dwoc két qua sau:
Heé qua 2.6. Cho M, N 1a cac R-modun phan bac hitu han sinh. Khi dd, ta ¢

reg(M @ N) < max {reg(M), reg(]\/)} .

Pinh nghia 2.7. [3,4,5] D6 thi don hitu han G 1a mot cap (V(G),E(G))=(V.E),
trong do V' = {xl,xz,...,x”}g(_)i la tap dinh va E la tap canh bao gém cac tap con co 2
phan tir ciia ¥ ¢6 dang {xl.,xj}(i = 7).

Do thi G'=(V(G"), E(G")) goi la d6 thi con cam sinh cita G néu V' (G') =V (G)
va E(G') < E(G).

Trong bai bao nay, ta lubn gia sir do thi G 1a dd thi don.

Pinh nghia 2.8. [3,4,5] Cho d6 thi G = (V, E).

i) x. goi la mot dinh c6 1ap ciia G néu n6 khong thude bat ki canh nao ciia G.
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if) Cho F ={G,,G,,....G,}1a mét ho cac @b thi con ciia G. F goi 1a mot phu

canh ciia G néu UE(GI.) =E(G).
i=1

iii) Mot ghép cap M cia d6 thi G 1a mot d6 thi con cia G sao cho
E(M)c E(G) va moi cap canh ctia M d6i mét roi nhau. Kich thude cia mot ghép
cap M dugc ki hiéu boi m(M) 1a s6 canh ctia M.

7 Mot ghép cap M goi la cuc dai néu khong thé bd sung thém canh khac cua dd thi

G dé tao thanh mot ghép ’canh moi cua G. .

Kich thudc nho nhat cua ghép cap cuc dai cua do thi G dugc ki hi¢u la

B(G)=min{m(M )| M 1a ghép cap cuc dai cia d6 thi G} .

Pinh nghia 2.9. [4,5] Cho d thi G = (V, E). Goi e 1a mot canh cta G.

i) N(e)= {x eV | Iyeesaocho {x,y} e E(G)} goi 12 14n can mo (goi tat 1a 1an
can) cua e.

ii) N[e]=N(e)U{e} goilalan can dong cia e.

Pinh nghia 2.10. [4,5] Cho d6 thi G = (V, E). Goi e 1a m6t canh cta G.

1) G\e la @ thi nhan dugc tr G bang cach xoa di canh e, nghia la
G\e=(V(G).E(G\e)=E(G)\{e}).

ii) G, 1a dd thi con ciia G cé tap dinh 1a ¥ (G,)=G\N]e].

Pinh nghia 2.11. [3.4,5] Cho db thi G, I(G)= (xl.xj | {x.x,} e E(G)) goi 1a
idéan canh cua dd thi G.

Ki hiéu reg(G) = reg([(G)) .

B0 dé 2.12. [4, Theorem 3.5] Cho dd thi G va e 1a mét canh cua G. Khi d6 ta c¢6

reg(G) < max{Z,reg(G\e),reg(Ge)+1}.

Chirng minh
Gia sir e ={x.x,}. Xét day khop

R R R R
0—

0
(x,.xj)ﬂ](G\e) ” (xl.xj)e_) I1(G\e) I (xl.xj)+[(G\e) ”
Tacé (xx;)+1(G\e)=1(G) va tir Hé qua 2.6 ta nhan dugc

R R R R
7 el ol

Két hop v6i Bb dé 2.3 va Bo dé 2.5 i) ta ¢6

e o ol o)
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Taco : (x[.xj)m](G\e)zxixj (ylyeN(e)+[(Ge)).

R

Suyra: reg[ o (G\e)]reg(%)}z

Do do, tacd : re [ij<max re i +2. 1€ L re L
O e )T 116) ) 7Gx ) I (Gve) [

Viy : reg(G) < max {2,reg(G\e),reg(Ge)+1}.
B6 dé 2.13. [4, Corollary 3.7] hodc [6, Theorem 2]) Gid st Gva G,G,,...,G, 1A
cac d0 thi don trén cung tdp dinh ¥ sao cho E(G)=U E(G,). Khi d6 ta c6:

reg(IU I(G)) < Z:reg(ly I(Gl.)).

3. CHI SO CHINH QUY CUA IPEAN CANH

Bai toan chin trén chi s6 chinh quy theo kich thudc nhé nhat cia ghép cap cuc
dai trong G lan luot duoc chung minh cho céc 1op dd thi hinh sao, do thi chira it nhat
mot ghép cdp cuc dai co kich thude 1 va tu do ta co thé khai quat hoa chirng minh cho
truong hop dd thi G tong quat (Xem [4] va [5]).

Trude hét ta cAn dén khai niém d6 thi rat gon.

Pinh nghia 3.1. Cho G 1a db thi. D thi nhan dugc tir G bang cach bo di tip
diém co l1ap cua G goi la dd thi rat gon cta G. Ki hiéu G™.

B6 dé 3.2. Cho d6 thi G. Ta c6 reg(G) = reg(G™).

Do d6, trong muc ndy khong mét tinh tong quat, ta luén gia sir d6 thi G khong
c6 diém co lap

Bo dé 3.3. Cho d6 thi G ¢6 duy nhat mot canh. Khi d6 reg(G) = 2.

Chirng minh

Gia sir G ¢6 canh e={x,,x,}. Khi d6 G:({xl,xz},{e}). Suy ra 1(G)=(xx,).
Ap dung: B6 dé 2.4 ii), ta nhan duoc reg(G) = 2.

Pinh nghia 3.4. Db thi G ¢ tat ca cac canh chung mét dinh goi 1a dd thi hinh sao.

Hinh 1. Pd thi hinh sao 6 canh
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Pinh Iy 3.5. Cho G la d6 thi hinh sao. Khi d6 reg(G) < 2.

Chirng minh

Ta ching minh quy nap theo s6 canh cua G. Gia st G ¢6 m canh.

Véim =1, theo B6 dé 3.3, ta c6 reg(G) =2.

Gia sir diing dén m-1 canh, ta can chimg minh dung dén m canh.

Theo B6 d¢ 2.12, reg(G) < max {2, reg(G\e),reg(G, )+ 1} :

Tir gia thiét quy nap, ta nhan dugc reg(G\e)<2.

Mit khéc, vi G, 1a o thi rdng, nén reg(G,)=0.

Vay reg(G)<max{2,2,1}=2.

Do thi hinh sao 13 d6 thi c6 cac canh déu 1a cac ghép cadp cuc dai co kich thude 1.
Trong phan tiép theo, ta quan tam dén do thi tong quat hon so vdi do thi hinh sao, d6 thi
chira it nhat mot canh la ghép cép cuc dai co kich thudc 1.

Ménh dé 3.6. Gia st canh e = {a,b} 1a mot ghép cap cyc dai c6 kich thude 1 cua
6 thi G. Khi d0, cac canh ctia d6 thi G lu6n chira dinh @ hodc dinh b, nghia 14 G ¢6 dang

Gy

Hinh 2.

Chirng minh

Gia st G ¢o canh e’ khong chira dinh a hoac dinh b, khi do {e, ¢’} 1ap thanh mot
ghép cip méi co kich thude 2, mau thuin véi {e} 13 ghép cap cuc dai cua G.

Pinh Iy 3.7. Cho d6 thi G. Gia sir canh e = {a,b} 1a mot ghép cap cyc dai c6 do

16n 1 ciia d6 thi G. Khi d6 reg(G) < 2.
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Chirng minh

Ta quy nap theo sb canh cta tip canh E (G)\{e}.

Gia st G c6 mot canh, khi d6 theo B6 dé 3.3 ta cé reg(G) <2.

Gia sit G c6 nhiéu hon mét canh khi d6 @6 thi ¢6 dang nhu Hinh 2. Ta chia tip
canh cia G thanh hai phan £ (G)=E, UE,, trong d6, E, 14 tp canh ma mdi canh
chtra dinh @ va E, 1a tdp canh ma mdi canh chira dinh b.

Goi u 1a mot canh cua G. Khong mat tinh téng quat, ta co thé gia su u thudc tap

canh E va u={a,al}.Khi d6 G\u c6 dang nhu sau:

Co

ayq
as

Hinh 3.
Theo gia thiét quy nap ta co reg(G \u) < 2.
D6 thi G, 1a db thi chi gdm cac dinh dc 1ap nhu sau

[)1

¢ .1)2

] 1)3
® [)4
[ J I)',

] 1),

Hinh 4.

Ap dung B6 d8 3.2 ta ¢ reg(G,)=0.
Theo B6 d¢ 2.12, ta ¢6
reg(G) < max{Z,reg(G\u),reg(Gu )+1} =2.

124



TAP CHI KHOA HQC TRUONG PAI HQC HONG DPUC - SO 51.2020

Vay dinh ly dugc chirng minh xong.

Van dung céac két qua trén, ta ching minh dugc két qua chinh cua bai bao nhu sau:
Pinh 1y 3.8. Gid sir G 1a mot dd thj don. Khi dé ta ¢ reg(G) < S(G)+1.
Chirng minh

bat = B(G). Giasu {el,ez,...,eﬂ} 1a mot ghép cap cuc dai cua G. Goi G, la

do6 thi con cdm sinh cua G, trong d6 cic canh cua G, gbm e, va cic canh cia G ¢

B , 2
dinh 1a dinh thudc canh e, . Khi d6 ta cé UE(G,-) = E(G). Ap dung B6 d¢2.13, ta co

reg(NI(G))SiZi:reg(NI(Gi)).

Theo Dinh ly 3.7, ta cé reg(G,)<2, két hop véi B6 d& 2.3 suy ra

reg(R/I(Q))Sl . Do vay

reg(R/ I(G)) < izﬁl:reg(R/I(Gi)) <p.

Ap dung B6 dé 2.3, ta nhan duogc reg(G) < B(G)+1.

4. KET LUAN

Bai toan chin trén chi s chinh quy theo kich thudc nhé nhét cia ghép cdp cuc

dai trong G lan luot duge ching minh cho cac 1op dd thi hinh sao, dd thi chua it nhét

mot ghép cip cuc dai 6 kich thude 1 va tir d6 ta ¢ thé khai quat hoa chimg minh cho
truong hop do thi G tong quat.
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CASTELNOUVEO-MUMFORD REGULARITY OF EDGE IDEAL
AND THE MINIMUM SIZE OF A MAXIMAL MATCHING
OF SIMPLE GRAPHS

Le Quang Huy

ABSTRACT

This paper gives a detail proof of the upper bound of regularity of edge ideal of
simple graphs in term of the minimum size of a maximal matching of simple graphs.
Key words: Regularity, edge ideal, matching, simple graph.
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